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The time will come when diligent research over long
periods will bring to light things which now lie hidden. A
single lifetime, even though entirely devoted to the sky,
would not be enough for the investigation of so wvast a
subject... And so this knowledge will be unfolded only
through long successive ages. There will come a time
when our descendants will be amazed that we did not know
things that are so plain to them... Many discoveries are
reserved for ages still to come, when memory of us will
have been effaced.

Lucius Annaeus Seneca,
Naturales quaestiones.






Preludio

UM TEXTO SOBRE ECONOMETRIA — tanto mais um texto para
alunos de pés-graduacao — nao deveria se esquivar de abordar
questoes epistemoldgicas: nao resta duvida de que esse é um as-
sunto que desperta o interesse do estudante dotado de uma mente
questionadora. Nosso tempo é exiguo, contudo, e me resta indicar
aos curiosos um ponto de partida para a literatura relevante.! Um
texto sobre Econometria tampouco deveria se esquivar de apresentar
um panorama da pesquisa — tedrica e aplicada — nessa disciplina.
Com o risco de levar a pecha de pedante — afinal, para que menci-
onar aquilo que se deve fazer e nao fazé-lo? — recorro novamente
ao expediente de apenas indicar uma referéncia importante, qual
seja, o review escrito por John Geweke, Joel Horowitz e Hashem
Pesaran em 2006 com o titulo Econometrics: A Bird’s Eye View
e republicado em 2008 no New Palgrave Dictionary of Economics?
com um titulo um tanto mais prosaico.

O leitor ja pode deduzir, apés o paragrafo acima, que esse texto
apresentard a teoria Econométrica desde a perspectiva do forma-
lismo matematico — ¢ isso que o tempo nos permite, e é a partir do
entendimento desse formalismo que se pode efetivamente compre-
ender questoes relativas a teoria do conhecimento e a metodologia
cientifica, bem como proceder a aplicagoes que nao se restrinjam
a mero mimetismo (“p < 0.01 — posso rejeitar a hipdtese nulal!”).
Ainda assim, ha pelo menos uma questao de cardter epistemoldgico
sobre a qual eu eu gostaria de comentar antes de prosseguir, que é
a seguinte: no jargao economeétrico, o conceito de Data Generating
Process (DGP) é amplamente empregado, em que pese o fato de ser
uma nocao imprecisa. Todavia, em que pese o fato de ser uma nogao

! Trygve Haavelmo.  The
Probability Approach in
Econometrics. Econome-
trica, 12:1ii-115, 1944; Olav
Bjerkholt. On the Founding
of the Econometric Society.
Journal of the History of
Economic Thought, 39(2),
2017; David F. Hendry.
Econometrics —  Alchemy
or Science? FEconomica, 47
(188):387-406, 1980; and
Kevin D. Hoover. The
Methodology  of  Econo-
metrics. In Terence C.
Mills and Kerry Patterson,
editors, Palgrave Handbook
of Econometrics, volume 1.
Palgrave Macmillan UK,
2006

2 John Geweke, Joel L. Ho-
rowitz, and Hashem Pesa-
ran. FEconometrics, pages 1—
44. Palgrave Macmillan UK,
London, 2017
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imprecisa, devemos admitir que ha muito didatismo em se conside-
rar que a realidade/natureza/TOyrn (Fortuna) gera os fendmenos que
observamos utilizando um mecanismo capaz de produzir observaveis
que parecem aleatérios (e.g., um programa de computador), meca-
nismo esse configurado com pardmetros por ela escolhidos (e, para
nds, desconhecidos), e que nosso objetivo nesse jogo é oferecer um
educated guess sobre qual o valor desses parametros, baseado nas
observagoes (por TOyr reveladas) a que temos acesso. Todavia, hd
pelo menos dois inconvenientes nessa ideia que merecem ser men-
cionados, ambos relacionados & dificuldade de se estabelecer uma
ponte entre um discurso sobre fendmenos de um lado e um discurso
delimitado por uma linguagem formal de outro:

1. Quantidades numéricas observadas no mundo real nao

3 s&o objetos

sao varidveis aleatdrias! Varidveis aleatdrias
constritos a uma linguagem formal/axiomética. Por exemplo,
a ‘taxa de juros de amanha’ é um valor numérico in potentia,
sobre o qual temos incerteza, mas nao faz sentido perguntar se
é uma fungao mensuravel definida em um espaco de probabili-
dade, etc. Essa distin¢ao costumeiramente é deixada de lado, e
dizemos despreocupadamente que a ‘taxa de juros de amanhd’ é
uma varidvel aleatéria. E importante ressaltar que é imaterial,
no exemplo acima, o fato de estarmos considerando um evento
futuro; poderiamos com igual valor didatico tomar a ‘taza de
juros de ontem’ se, por alguma razao, desconhecéssemos essa
quantidade.

2. Sentencas da forma “A probabilidade de E é p”, onde F é um
evento exprimivel em linguagem natural e p é um nimero real
entre 0 e 1, tipicamente nao fazem referéncia a um atri-
buto do mundo real. Por exemplo, considere o experimento
que consiste em langar uma moeda equilibrada duas vezes conse-
cutivas, em lancamentos fisicamente independentes. Um modelo
formal para esse experimento é o seguinte: consideramos o espago
amostral Q = {HH,HT,TH,TT} (H para cara, T para coroa)
munido da medida de probabilidade P definida via P{w} = 1/4
para w € . Nesse contexto, o evento (expresso em linguagem
natural) “observar cara no primeiro langamento” corresponde ao
evento {HH, HT'}, e a sentenca “a probabilidade de observar-

e

TOyn de Antioquia, cépia
romana de um original em
bronze feito por Eutiquides,
Galleria det Candelabri.

3 Lembre que uma varidvel
aleatéria é uma funcao
z: Q2 — R, onde Q2 é um
conjunto nao-vazio munido
de uma o-dlgebra o, tal
que os conjuntos

£ <€ ={weQ: z2w) <€}

séo eventos (isto ¢, elemen-
tos de &), para qualquer £ €
R. Ao conjunto 2 chama-
mos de espagco amostral e
consideramos que ele repre-
senta a cole¢do de todos os
possiveis estados do mundo.

R

x W)

SO B [ Y|

['»8‘5] v

Figura 1: Exemplo de uma

variavel aleatéria no espaco
amostral Q = [0, 1].



mos cara no primeiro langamento é (igual a) 1/2” corresponde a

sentenca formal

“P{HH,HT} =1/2".

Note, porém que a funcao P acima foi escolhida, dentro do es-
copo de uma linguagem formal, para satisfazer nossa intuicao de
qual seria um modelo adequado para descrever o fenémeno sob
consideracgao, de acordo com aquilo que o enunciado do problema
deixa transparecer: “moeda equilibrada”, “lancamentos indepen-
dentes”, etc. Note também que, se formos exigentes no nosso uso
da linguagem, deverfamos traduzir a sentenga “P{HH,HT} =
1/2” como “a P-probabilidade de observarmos cara no primeiro
langamento é (igual a) 1/2”. Esse exemplo deixa transparecer —
em que pese o fato de que o modelo escolhido satisfaz, sim, um
critério (informal) de razoabilidade — que o valor numérico 1/2
aparecendo na sentenga acima nao é “algo que estd no mundo”.
Sendo assim, o melhor ¢é interpretar esse valor numérico como
uma quantificagao de nossa incerteza a respeito de um fenémeno
que temos interesse em modelar, e essa quantificagao depende
de uma escolha (nossa!) de qual modelo formal vamos utilizar:
em suma, sentengas de probabilidade (probability statements) sao
epistémicas! Em suma, sentengas do tipo “o verdadeiro valor do
parametro é p” nada mais sao, na maioria das vezes, do que uma
abstracao, referentes a objetos que existem apenas dentro do es-

copo de uma linguagem formal.* Como disse o célebre George
5

7

Box

“All models are wrong, but some are useful.”

E importante ter isso em mente quando falamos, por exemplo,
sobre “o verdadeiro valor de 5”7, etc.

Sobre notagoes e outras nogoes

Apoés algum tempo convivendo com notagdes matematicas é ine-
vitdvel dar-se conta de que, como a busca pelo Santo Graal, o desejo
por uma notagao abrangente e unificada nao é mais que uma busca
va. Em Probabilidade Axiomética, a notagdo candnica (se é que
existe tal coisa) recomenda que varidveis aleatdrias sejam denotadas
por letras romanas maitsculas, e.g. X, Y, Z; que valores realizados

PRELUDIO 9

4Embora, no caso de po-
pulagdes finitas, pardmetros
tedricos correspondam a
quantidades existentes na
realidade.

5 George Box. Robustness
in the Strategy of Scientific
Model Building. In Robert
L. Launer and Graham N.
Wilkinson, editor, Robust-
ness in Statistics, pages 201
— 236. Academic Press, 1979
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(nimeros reais) sejam denotados por letras romanas mintsculas,
e.g. z, y, z etc. Na literatura de Econometria, todavia, consagrou-
se a heresia em que varidveis aleatorias sao denotadas por letras
mintdsculas, e nesse texto seguiremos essa tradigao: os simbolos
x,y, 2z, w,u,v (possivelmente acrescidos de um subindice i ou ij)
aqui denotam varidveis aleatdrias; se estiverem em negrito (e.g., x)
representam vetores aleatérios; imitando o muito didatico Prof. Da-
vid Williams,5 usaremos os simbolos xOPS oS 70PS 4y0bs g0bs g,0bs
(possivelmente acrescidos de um subindice i ou ij) para denotar va-
lores realizados? das varidveis aleatérias z,v, z, w, u, v, respectiva-
mente; os simbolos &, 1, ( também denotam ntimeros reais genéricos,
varidveis de integragao etc (com sorte ndo precisaremos muito de-
les); os sfmbolos i, j, k, £,n, m,d denotam ntimeros inteiros, indices
ete.8 Nisso, orbitaremos — mas nao excessivamente de perto —
a notacao utilizada por Stachurski? e Hayashi.!® Em particular,
dado um tamanho de amostra n € N, e dadas variaveis aleatérias

Y1,--.,Yn € vetores aleatérios x1,...,x,, onde

, )
x; = (-731'1 Ti2 l‘id>, ic{l,...,n},

escreveremos
/
Y1 Ty 11 Ti12 - Tid
/
Y2 Ty T2,1 X22 cc X2d
y=| . e X=| _|=
/
Yn T, Tnl Tn2 e Tnd

onde ' denota o transposto do vetor = (e, semelhantemente, X'
denota a transposta da matriz X). Note que y é um vetor n X 1,
enquanto x; é um vetor d X 1. Note também que o correto aqui
seria escrever x; ; ao invés de x;;, mas nos permitiremos esse ligeiro
abuso de notagao onde nao houver possibilidade de trocarmos os
pés pelas maos (por exemplo, de confundirmos o ntimero 11 com o
par 1,1).

UM CONCEITO FUNDAMENTAL na literatura de modelos de re-
gressao, a esperanca condicional é definida da seguinte maneira:
seja y uma varidvel aleatéria integravel (quer dizer, y é tal que
E(Jy|) < o), e seja & um vetor aleatério com valores em R?. A es-

6 David Williams. Weighing
the Odds: A Course in
Probability and Statistics.
Cambridge University Press,
2001

7 Na préatica, o conceito de
“valor realizado” é vago; for-
malmente, xz°PS yobs  zobs
wobs,| 4oPs yobs  denotam
nimeros reais.

8 Comparativamente,  en-
quanto na notagao candnica
escreveriamos, por exem-
plo, Fy(y) = P(Y < y)
para denotar o valor da
funcdo de  distribuicao
acumulada Fy da variavel
aleatéria Y no ponto
y € R (respectivamente,
E(X) = [*2ofx(w)ds
para denotar o valor espe-
rado da varidvel aleatéria
absolutamente continua
X em termos de sua
funcdo densidade de pro-
babilidade fx), com a
notagcdo que seguiremos
nessas notas  escrevere-
mos Fy(§) = Py < &)
para denotar o valor da
fungdo de  distribuigao
acumulada Fy da variavel
aleatéria y no  ponto
& € R )(respectivamente,
E(x) = [T € f2(€) d¢ para
denotar o valor esperado
da varidvel aleatéria =z
em termos de sua fungao
densidade de probabilidade

fa)

9 John Stachurski. A primer
in econometric theory. MIT
Press, 2016

19 Fumio Hayashi. Econo-
metrics. Princeton Univer-
sity Press, 2000



peranca condicional de y dado x ¢ a varidvel aleatéria E(y | x)

que satisfaz as seguintes condigoes:

EC1. Tem-se que E(y|x) = ¢ o x para alguma fun¢ao mensuravel
¢ definida em R? e tomando valores na reta, com E(|pox|) < oo.

EC2. Vale a igualdade E(E(y | @) ljzep) = E(ylzep)) para todo
subconjunto Boreliano B C R¢.

A funcéo ¢ dada acimall é chamada a funcao de regressao de y

em z. Nessas condicdes, se £°P% € R? é um possivel valor assumido

pelo vetor aleatério @, definimos
E(y | = 2°™) = p(a™).
Atencao para nao se confundir!

Remark 1. Por definigdo, dadas fungées f: A - Be h: B — C,
denotamos por ho f a fun¢do cujo dominio é A, cujo contradominio
é C e cujo valor no ponto a € A é o elemento h(f(a)) € C; isto é,
ho f(a) == h(f(a)). E costumeiro, em Probabilidade, Estatistica,
Econometria ete, escrever g(x) ao invés de gox quando « é um vetor
aleatério de dimensdo d e g é uma funcdo de R em R. Isso é um
abuso de notacao. Aqui, a fim de evitar ambiguidades, escreveremos
g o sempre que possivel.

PARA FINALIZAR, serd conveniente fazer a seguinte suposicao ao
longo de todo o texto:

TODAS AS VARIAVEIS ALEATORIAS QUE CONSIDERAREMOS TEM
VARIANCIA FINITA.12

Digo que essa suposicao é conveniente por duas razoes: primeiro,
porque ela implica integrabilidade das varidveis aleatdrias que con-
sideraremos (e assim estaremos poupados, ao percorrer o texto,
de exigir integrabilidade de y antes de nos permitirmos escrever
E(y), por exemplo); segundo, porque ela nos permite!® escrever
V(x) para denotar a matriz de covariancia de um vetor aleatério

r = (331 i) Qid)/Z

V(z1)

cov(za, 1)

cov(zy,xa) cov(zy,xq)

V(xs) cov(za,xq)

V(x) =

cov(zg,x1) cov(xzg,xs) V(zq)

PRELUDIO 11

1E bem sabido que tal
¢ ¢é essencialmente unica,
no seguinte sentido: se
g: R4 — R é outra funcéo
(mensurdvel) satisfazendo a
condicao

E{goxljzep)} = E(yl[zeB))

para todo Boreliano B C
R?, entdo vale que

P(gox =¢pox) =1,

onde Ijzep) € a varidvel
aleatéria definida pondo-se
ljzep)(w) =1sex(w) € Be
Iizep)(w) =0 se z(w) ¢ B.

12 Define-se a variancia de
uma varidvel aleatéria y
como sendo a quantidade
V(y) dada por

V(y) = E(y*) — (Ey)>.

Essa quantidade é nao-
negativa mas, possivel-
mente, infinita.

13 De fato, a desigualdade de

Cauchy—Schwarz nos da

|cov(z, y)|* < V() V(y).
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onde cov(z,y) = E(zy) — E(z)E(y) para varidveis aleatérias = e y.

Escreveremos, ainda,
cov(z,u) = E(zu') — E(x)E(u'),

quando x e u forem vetores aleatérios. No caso em que uw tem di-
mensao 1 — digamos, u = (u) — escrevemos simplesmente cov(x, u)
e desconsideramos os sinais de transposicao na defini¢cao acima.

FEzxercicios

Quaisquer erros nos enunciados sdo0 — obviamente — intencionais.

Exercicio 1. Seja Q = (0,1] munido de uma o-dlgebra o tal que
todo sub-intervalo (a,b] C Q, com 0 < a < b < 1, satisfaz a relagao
(a,b] € of. Verifique que a funcdo z: @ — R definida, para w € Q,

2

por z(w) = w? é uma varidvel aleatdria (com respeito a 7).

Exercicio 2. Sejam x e y varidveis aleatérias. Verifique que

E[(z — E(z)) - (y — E())] = E(zy) — E(z)E(y)

Exercicio 3. Considere os vetores aleatériosy = (y1 -+ yn), ¢ =
(Il T2 l‘d)/ e r, = (131'1 T2 Iid)/, 1€ {1,...,71},
e seja X a matriz cuja componente ¢j é x;;. Sejam ainda ¥ uma
matriz mxd e & € R™, ambos nao aleatérios. Verifique as seguintes

igualdades:

1. E(XX) = XE(X), onde — por definicio — a esperanca de uma
matriz aleatéria é tomada componente-a-componente.

2. E(X') = (E(X))".

3.3 i, =X'X.

4. Y8 wiy, = X'y.

5. V(x) = E(xz’) — E(x)E(x').

6. VXx 4+ &) =XV (x)X'.



O modelo de regressao linear

“...avistamos de longe e dizemos, O Templo, quando entramos no
Péatio dos Gentios tornamos a dizer, O Templo, e agora o
carpinteiro José, apoiado a balaustrada, olha e diz, O Templo, e é

ele quem tem razao...”’

José Saramago, O Evangelho Segundo Jesus Cristo

Ao longo de todo o texto, consideramos fixado um espaco de
probabilidade (2,27, P) no qual estdo definidas todas as varidveis
aleatdrias que encontraremos. Ademais, no que segue n é um nimero
natural, ¥, y1,...,Yn € U, U1, ..., U, sao varidveis aleatorias, x, x1,

..., T, sdo vetores aleatérios de dimensdo d + 1,14 onde d € N etc. 4Jsso representa um pe-
queno ajuste com respeito

, - , . a notagao introduzida no
vetores aleatorios é sempre uma constante e, guiados por elevado Prelddio.

Por conveniéncia, assumiremos que a primeira componente desses

senso estético, nao poderiamos tomar essa constante como sendo
qualquer outro valor que ndo o nimero 1. Assim temos, por exem-

plo,
.’13, = (1 xr1 ... l‘d), .’13; = (1 Ti1 .- l'id)

e assim por diante.

Um caso simples, para comegar

PODE-SE DIZER QUE lancar os olhos sobre um texto de Econome-
tria é o mesmo que iniciar uma contagem regressiva cujo estopim se
d4 no momento em que o leitor se depara com a equagao

Yy = 50 + lel =+ u. (1)
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Comemorai! J4 é finda a contagem! Af estd aquele que podemos
chamar de “O Modelo de regressao linear” (ao menos em uma versao
bem simplezinha).'® H4 diversas maneiras de se chegar a uma tal
igualdade, dependendo da ordem com que os ingredientes envolvidos
sao invocados. Podemos, por exemplo:

1. obté-la como uma defini¢ao, considerando x e u como dados,
Bo e 81 como constantes pré-fixadas e definindo y por y = By +
Brr1 + .

2. atingi-la por uma proposi¢ao, e.g. tomando x e y como dados e
demonstrando que existem niimeros reais 3y e 81 e uma varidavel
aleatdria u satisfazendo E(u) = 0 e cov(u,z1) = 0, tal que y =
Bo + frry + u.

3. considerar que a igualdade (1) é uma suposi¢cdo (uma relagao
hipotética entre essas varidveis); isso usualmente é feito em um
contexto aplicado, onde & e y modelam quantidades do mundo
real, e o pesquisador escreve “suponha que y = By + f1x1 + u
para algum par de parametros reais Sy e (1 e alguma varidvel

aleatéria u satisfazendo isso, isso e aquilo”. E...o papel aceita
tudo!

6. a nio ser que podemos dar o

Néo h4 muito mais o que dizer!
pontapé inicial no nosso plano de tudo denotar em notagao matricial

e reescrever (1) como
y=z'B+u. (2)

Agora sim: O Modelo! Daqui, temos dois resultados que ilustram
dois dos itens que discutimos logo acima:

Teorema 2. Considere um vetor aleatério ' = (1 z1) e uma
variavel aleatoria u, e sejam [y e 1 ntimeros reais arbitrarios mas
fixados. Seja ainda y a varidvel aleatéria definida pela equagao

y = Po + bix1 + u.
Se E(u) = 0 e cov(xy,u) = 0, entdo

cov(zy,y) = f1V(z1) e E(y) = fo+ AiE(z1).

15 Haviamos de comegar em
algum lugar, e decidimos
comegar por uma “amostra
de tamanho 1”7 (por isso
dispensamos o indice i) e
com apenas um Tregressor
nao constante.

16 Claro, hd o jargdo: y é
dito a varidavel resposta ou
o regressando; x é dito o
vetor de covaridveis / pre-
ditores / regressores etc;
u é dito o termo de erro.
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Teorema 3. Considere um vetor aleatério ' = (1 z7) e uma
varidvel aleatéria y, e assuma que V(z1) > 0. Sejam ainda Sy e (1
definidos respectivamente por

COV(CEl, y)

= N

Bo =E(y) — B1E(z1).
Entao, a variavel aleatoria u definida por

u:=y— (B + Prz1)
satisfaz E(u) = 0 e cov(x1,u) = 0.

O primeiro dos dois teoremas acima nos diz que, se supusermos
que u e x1 sao nao-correlacionados entao, ao definir y como no enun-
ciado, estamos imediatamente forcando a covariancia entre z1 e y
a assumir um valor bem especifico — a saber, 81V (z1) — e, seme-
lhantemente, forgamos E(y) a assumir um valor bem especifico —
a saber, By + S1E(x1). Reciprocamente, o Teorema 3 nos garante

que, se y e & sdo quaisquer,!’ entdo sempre é possivel represen- 17”Ndo se esquega da su-
tar y como uma transformacao linear de = acrescida de um termo posigao que fizemos — M
o B . VERMELHO — no Prelidio a
de erro com média zero e nao-correlacionado com & — em certo essas notas.
sentido, isso é dizer que O Modelo de regressao linear esta sempre
corretamente especificado, e isso nos leva ao terceiro dos itens que
discutimos anteriormente: a ironia de que “o papel aceita tudo” foi
uma injustica minha contra aqueles que assumem coisas em seus
modelos, pois o Teorema 3 os autoriza a escrever a equagao (1) sem
apelar & necromancia ou as artes ocultas.1® Agora, um exemplo. 18 Mais adiante, quando fa-
larmos sobre endogeneidade
Exemplo 4. Esse poderia facilmente levar a pecha de ser um exem- e varidveis instrumentais,

voltaremos a desconfiar que

lo artificial, e a acusacao nao seria sem merecimento! Em qualquer
p ’ ¢ qualq “o0 papel aceita tudo”.

caso, vamos prosseguir e esperar que algo se esclarega com ele. Con-
sidere duas varidveis aleatdrias ;1 e v mutuamente independentes
e com distribui¢oes simétricas em torno de zero, e seja y a variavel
aleatéria definida por

Y = x% +v.

Afirmo que cov(z1,y) = 0. De fato,
cov(z1,y) = cov(xy, 23 + )

= cov(xy,x3) + cov(zy,v)

E(z3) =0
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Sendo assim, ao escrevermos y = [y + [S121 + u, com By, B e u
definidos como no Teorema 3, realmente nao estamos fazendo muita
coisa, pois aqui ocorre que $1 = 0, 8o = E(y), u = y — E(y) e af
(pasmem!) y = E(y) +y — E(y).

COM 1SSO, ENCERRAMOS a apresentacao d’O Modelo em sua
versao bem simplezinha — isso tudo foi apenas um aquecimento,
para que o leitor pudesse se sentir seguro uma ultima vez antes de
nos aventurarmos nos mares turbulentos da Notacao Matricial.

Agora temos uma amostra!

Suponhamos agora que (€1,41), - -, (Tn, yn) satisfazem as igualda-
des

v = xL B + uy, ie{l,...,n}, (3)
(O Modelo!) onde wuy,us, ..., u, sdo termos de erro e onde B’ =

(Bo B1 -+ PBag) € R Estaremos principalmente!® interessa-
dos no caso em que os vetores aleatérios

(51;1 yl)lv s (mn yn)/ (4)

formam uma amostra aleatdria, isto é, no caso em que sua dis-
tribuicao conjunta é da forma

n

P m[azz S Aiayi S Bz] = HP(:BZ S Aiayi S Bl)

i=1 i=1
n
= HP(% € A,y € By),
i=1
onde A; e By, i € {1,...,n} denotam subconjuntos Borelianos

de R¥*! e de R, respectivamente. A primeira das duas igualda-
des acima caracteriza a independéncia entre os vetores aleatérios
envolvidos; a segunda nos diz que eles sao identicamente dis-
tribuidos. Por essa razdo, quando os vetores em (4) formam uma
amostra aleatéria, dizemos equivalentemente que eles sao iid.29
No Preludio haviamos convencionado escrever (fazendo aqui uma

Figura 2: J.W. Buel, Sea
and Land. Muitos alunos de
Econometria relatam ter pe-
sadelos em que a Notagao
Matricial aparece no lugar
do Kraken.

19 Mas nao exclusivamente!

20 Fica a cargo do leitor de-
cifrar a sigla.
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ligeira corregao)

1 Ty 10 Ti1a1 - Tid
!
Y2 ) T20 X201 -+ T2d
y = e X = . =
/
Yn Z, Tno Tni e Tnd

e, acrescentando agora ao nosso estoque mais uma notagao, a saber,

/
u = (ul Uz - un)a

podemos finalmente — apoiados a balaustrada — dizer, O Modelo!,
e contempla-lo em toda sua generalidade:

y=XpB+u. (5)

O leitor familiarizado com a Algebra Linear vai se recordar que hé
uma dualidade entre sistemas de equacoes lineares e produtos de
matrizes por vetores. Algo parecido ocorre aqui, e é um exercicio
verificar que as equagdes (3) e (5) s@o de fato equivalentes.

Os Teoremas 2 e 3 acima abordam a questao de como obter O
Modelo a depender da ordem com que sao acrescidos os ingredientes
envolvidos. Podemos seguir o mesmo roteiro para obter a equagao
(5), e é isso que faremos agora.

Teorema 5. Considere uma matriz aleatéria X de dimensoes n x
(d+ 1) e um vetor aleatério w em R™, e seja B € R um vetor
arbitrario mas fixado. Seja ainda y o vetor aleatério definido pela
igualdade (5). Se E(u) =0 € R" e E(X'u) = 0 € R, entdo

E(y) =E(X)B e E(X'X)B=E(X"y) (6)

Teorema 6. Considere uma matriz aleatoria X de dimensoes n x

7

(d+ 1) e um vetor aleatério y em R"™, e assuma que E(X’X) é
invertivel. Seja ainda 3 definido por

-1
B=(E(X'X)) E(X'y). (7)
Entao o vetor aleatério w definido por

u=y— X3



18 ECONOMETRIA

satisfaz E(X'u) = 0 € R4T!. Adicionalmente, se
xp=(1 @1 - Tia)

para todo i (isto é, a primeira coluna de X é uma coluna de 1’s), e
se os vetores em (4) sdo identicamente distribuidos, entdo E(u) =
0cR".

O Teorema 6 diz que, até certo ponto, O Modelo linear com

21 estd sempre “corretamente especificado”, no

regressores exOgenos
sentido de que exprime uma relacao valida entre y e x; de fato,
nos diz explicitamente quem devem ser 3 e u para que tal relagao

valha. Uma outra maneira de se enxergar esse fato é a seguinte:

Corolario 7. Considere uma matriz aleatéria X de dimensoes n x
(d+ 1) e um vetor aleatério y em R", e assuma que E(X’'X) é
invertivel. Entdo existe um “vetor de parametros” 8 € RI*! ¢
termos de erro ui, ..., u, tais que E(X'u) =0ey = X3+ u.

ATE AQUI, fizemos consideragoes “tedricas”, no sentido de que es-
tamos calculando esperancas, covariancias etc. Isso nada tem a ver,
ainda, com o método de minimos quadrados ordinarios — o qual, em
particular, pode ser apresentado sem que seja feita qualquer mengao
a probabilidades, varidveis aleatorias e tutti quanti: de fato, MQO
pode ser visto meramente como um método numérico para encon-
trar um hiperplano afim que se “ajusta de maneira 6tima” a um
conjunto de pontos no espaco Euclidiano. A despeito disso, a ri-
queza do método se revela em toda a sua magnitude precisamente
quando o enxergamos sob um ponto de vista probabilistico, e é isso
que faremos a seguir.

FExercicios

Quaisquer erros nos enunciados sao — evidentemente — intencio-

nais.
Exercicio 4. Demonstre o Teorema 2.
Exercicio 5. Demonstre o Teorema 3.

Exercicio 6. Verifique que as equagoes (3) e (5) sdo equivalentes.

21 Mais sobre jargdes logo
adiante!
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Exercicio 7. Demonstre o Teorema 5

Exercicio 8. Mostre?? que, se a suposicdo na segunda parte do 22 Dica: use o Exercicio 3.
Teorema 6 for satisfeita (isto é, o vetor de regressores inclui uma
constante e os dados sdo identicamente distribuidos), entao

B = (E(ziz))) 'E(xiy).

Ademais, utilize a igualdade acima para resolver explicitamente a
expressao para 3 no caso particular em que d = 1 — isto é, no caso
em que i = (1 x11).

Exercicio 9. Demonstre o Teorema 6.
Exercicio 10. Seja & um vetor aleatério de dimensao d.

1. Mostre que V() é positiva semidefinida (isto é, a forma quadrética
¢'V(x)€ é ndo-negativa para todo & € R?).

2. Mostre que V() é singular (isto é, nao-invertivel) se, e somente
se, existem um vetor (ndo aleatério) ¢ € R? e uma constante
n € R tais que
P’z =mn)=1.

Exercicio 11. Seja X uma matriz aleatéria de dimensdes n x (d+
1). Encontre condicoes que garantam a invertibilidade de E(X’X).






Esperanca condicional e
modelos de reqressao:

um interludio

“0), vés que entrais, abandonai toda a esperancal”
s q s P G

Dante Alighieri, Divina Commedia
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Suponha que y, X e u satisfazem> a equagao

y=XB+u, (8)

para algum vetor B € R, Se nada mais for dito, ndo hé muito
por onde seguir, entao vamos acrescentar & supracitada suposigao
as hipéteses de que E(u) = 0 e E(X’u) = 0. Com isso, podemos
apelar ao Teorema 5 e concluir que, necessariamente, vale que

1

B=(E(X'X)) E(X'y). (9)

Um erro de interpretacao bastante comum é tomar, nas condigoes
acima, como verdadeira a sentenca que afirma: “X 3 é a esperanga
condicional de y dado X”. Ocorre que essa sentenga é, em ge-
ral, falsa: essa é uma das conclusces do Teorema 10 logo abaixo.
Os exercicios 14 e 22 ilustram casos em que E(X’u) = 0 mas

E(y| X) # X,

NA LITERATURA DE ECONOMETRIA, convencionou-se chamar
de exogeneidade & propriedade E(X’u) = 0, e de exogeneidade
estrita & propriedade E(u|X) “€ 0. No primeiro caso dizemos
também que X é um regressor exdgeno e, no segundo, que é es-

tritamente exégeno.?* Afortunadamente, o adjetivo “estrito”

Dante Alighieri, Apoteosi a
Firenze, Giovanni Guida

23 Claro, a essa altura j4 sa-
bemos (ou deverfamos sa-
ber) de cor e salteado o que
os simbolos y, X e u repre-
sentam.

24 As coisas se tornam mais
simples quando estamos em
um cendrio iid, pois ai temos
E(X’u) = nE(xiu1). Nesse
caso, usamos o jargio recém
introduzido para referirmo-
nos aos vetores x;’s.
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aqui nao é mero jogo de palavras, ja que temos o seguinte:
Teorema 8. Se X é estritamente exdgeno, entdo X é exdgeno.

Em vista desse resultado, quando nos deparamos com O Modelo
linear (8) e desejamos interpretd-lo como uma relagdo que descreve
a esperanca condicional de y dado X como uma transformacao
linear de X, necessitamos forgosamente supor que X ¢é estritamente

exégeno. 2’

Projecoes: uma primeira incursao

Um espaco de Hilbert é uma estrutura matemética (um con-
junto) dotada de propriedades algébricas, topoldgicas e geométricas
semelhantes aquelas que sao proprias dos espacos Euclidianos. De
fato, para todo d € N tem-se que R¢ (munido do produto escalar
usual) é um espago de Hilbert — o interessante é que ha espagos de
Hilbert de dimensao infinita!

Antes de definir o que é um espaco de Hilbert, precisamos da
nocio de um produto interno em um espaco vetorial?6 H, que
nada mais é do que uma funcao p: H x H — R satisfazendo as
seguintes condicoes, para quaisquer h, f,g € H e { € R:

PI1. p(h, f) = p(f,h)

PI2. p(&h, f) = Ep(h, f)

PI3. p(h+ f,g) = p(h,g) + p(f,9)

PIj. p(h,h) >0

PI5. Se p(h,h) =0 entdo h=0¢€ H.

A partir de um produto interno p em um espago vetorial H, é
possivel introduzir uma nocao de comprimento de um elemento
h € H: escrevemos

1Bl = v/ p(hs h)

e chamamos essa quantidade a norma de h (induzida por p). Com
essa notagao, estamos agora aptos a definir espagos de Hilbert, e a
definicao é a seguinte: dados um espaco vetorial H e um produto
interno p nesse espago, chamamos ao par (H,p) um espago de

Hilbert se valer a seguinte condi¢ao:27

Hi. Se hg,hi,he,... é uma sequéncia de elementos de H tal que

[ee]
Do e = hially < o0

25[sso é particularmente
importante em aplicagoes,
onde é costumeiro dar uma
interpretagdo  causal ao
modelo linear, tomando o
coeficiente 8; como o efeito
parcial do regressor x1; na

resposta yi.

26 Tomaremos, por simplici-
dade, espacos vetoriais sobre
o corpo dos ntmeros reais.

2TA propriedade Hi
exprime o atributo de
completude do espago H:
ela significa que, nesse
espaco, sequéncias cujos
termos sucessivos tornam-se
arbitrariamente  préximos
uns dos outros necessari-
amente aproximam-se de
algum elemento de H (em
certo sentido, isso significa
que “nao faltam pontos em
H” — pense no conjunto Q
dos numeros racionais e em
como podemos aproximar o
ndmero irracional /2 por
elementos de Q).
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entdo existe um elemento h € H tal que lim,,_,o || — hy||, = 0.

Exemplo 9. Considere o conjunto H assim definido: um objeto x
pertence a H se, e somente se, x é um vetor aleatério de dimensao
d tal que E(x’xz) < oo. Estd claro que H é um espago vetorial.
Vamos entao definir uma funcao p: H x H — R, pela expressao

p(z,z) =E(z'2), x,z € H. (10)

Nao ¢ dificil de verificar que p assim definida satisfaz as condigoes
PI1 a PIj acima. Quanto a PI5, note que se Plz = 0] = 1, entao
x|, = 0 e, reciprocamente, se ||, = 0 entdo necessariamente
vale que P[z = 0] = 1. Por essa razio, identificamos®® elementos
de H que sejam iguais com probabilidade 1. Um fato importante
(e, infelizmente, aqui ndo vamos prova-lo) é que o espago H é um
espaco de Hilbert e, exceto no caso em que €2 é um conjunto finito,
tipicamente tem dimensao infinita. Aproveitando a deixa, vamos
introduzir uma notagao e escrever H =: L3 (Q; Rd).

PRODUTOS INTERNOS TAMBEM SAO UTEIS, entre outros moti-
vos, por permitirem que em H sejam introduzidas nogoes de angulos
entre elementos — de particular interesse para nds é a nogao de or-
togonalidade: dizemos que h, f € H séo ortogonais se p(h, f) = 0.
Espacos de Hilbert possuem a importante propriedade de serem
proziminats, o que quer dizer o seguinte: se h € H estd dado, e
se M C H é um subespaco fechado?® de H, entdo existe um tnico
elemento hy; € M tal que

||h_hM||p < ||h_f||pa (11)

para qualquer f € M. Em particular, a desigualdade acima vale es-
tritamente se tomarmos f # hy;. O elemento hy é dito a projecao
ortogonal de h em M, e vale a decomposicao

p(h]w,h—hM) = 0, (12)

ou seja, hy e h — hyy sdo ortogonais entre si. Escreveremos M+
para denotar o complemento ortogonal de M, definido como o
conjunto de todos os elementos de H que sao ortogonais a M —
isto é, f € M~ se, e somente se, p(f,g) = 0 para todo g € M. Note
que a desigualdade (11) nos diz que hjps é o elemento de M que estd
0 mais préximo possivel de h.

28 A matemdtica aqui tem 14
suas nuances: o que estamos
fazendo — avidos por obter
a propriedade PI5 — é o que
se chama de tomar o quoci-
ente do espaco H por uma
relacdo de equivaléncia, no
caso a relagdo em que dois
elementos x e z de H sao di-
tos equivalentes se

Plez = z] = 1.

29 M é dito fechado quando
vale a seguinte proprie-
dade: se hi,ha,... é uma
sequéncia convergente de
elementos de M, entédo o li-
mite é também um elemento
de M.
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Um caso de particular interesse para nds ocorre quando o sub-
sepago M discutido acima tem dimensao finita (digamos, dim(M) =
d+ 1); se esse é o caso, entao existem elementos fo, f1,...,fa € M
tais que o conjunto por eles formado é linearmente independente e
tal que todo elemento f € M se escreve unicamente na forma

f=aofo+arfi+ -+ aifa (13)
para alguma (d + 1)—upla de nitimeros reais ao,...,aq. Recipro-
camente, se foy, f1,..., fq sdo elementos linearmente independentes

em H, entdo o conjunto formado por todos os elementos f € H que
podem ser expressos na forma (13) tem dimensao finita e igual a
d+1.39

Em suma, um subespaco M C H tem dimensao finita (e igual a
d+ 1) se, e somente se, M = span(fo,..., f4), para algum d € N e
alguma (d + 1)—upla fo,..., fq de elementos linearmente indepen-
dentes de H. Se esse é o caso, entao hy; = Z?:o a; f; para alguma
unica (d + 1)—upla ag,...,aq € R, e a equagao (11) nos diz que

d d
thj—oajfj , : thj—objfj

para qualquer b= (by b1 ... bg) € R¥*L. Concluimos, entdo,

Y
p

que o vetor @ = (ag a; --- aq) € R¥! § a tinica solugdo para
o problema de minimizagao

min
beRd+1

h — Z::o bjfj

Agora que sabemos algo sobre projecoes ortogonais, podemos enun-

p

ciar o seguinte importantissimo resultado.

Lo
&'n M’sf""‘(-&o 19“):"1
Figura 3: Projegao ortogo-
nal de h no subespago ge-
rado por fo e f1.

30 Denotamos tal conjunto
por span(fo, ..., fq) e dize-
mos que esse é 0 espago ge-
rado por fo,..., fd4-
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Teorema 10. Sejam

Y= - y) e Tp=(@o T1 - Tia),
onde i € {1,...,n}, vetores aleatérios de dimensoes n e d + 1, respectivamente, onde n > d + 1.
Seja ainda
1,0 L1 - Tid
X=|: T B (14)
Tno Tnl Tnd

Vale o seguinte:

1. No espago L3 (Q; Rl) com o produto interno
p(z,w) = E(zw), z,w € L (Q;RY)

(a) a esperanga condicional E(y; |x1) é a projecao ortogonal da varidvel aleatéria y; no su-
bespaco M constituido por todas as varidveis aleatérias z que podem ser representadas na
forma z = g o x; para alguma funcio g: R4 — R™.

(b) se E(z1}) é invertivel, entdo o elemento {3, com B := (E(zx})) 71E(a:1y1), é a projecgao
ortogonal de y; no subespaco span(z1,9,...,%14)-

2. No espago L2 (Q; R”) com o produto interno
p(z,w) = E(z'w), z,we L3(uRY),

(a) a esperanca condicional E(y | X) é a projegao ortogonal do vetor aleatério y no subespago
M constituido por todos os vetores aleatérios z que podem ser representados na forma
z = g o X para alguma funcio g: R?»*(¢+1) 5 R”,

(b) se E(X'X) é invertivel, entdo o elemento X3, com 3 := (IE(X'X)) 71E(X’y), é a projecao
ortogonal de y no subespacgo gerado pelas d + 1 colunas de X.

3. No espaco R” com o produto escalar usual, se X’'X é invertivel entdo o elemento X ,@, onde
B = (X'X)"'X'y, é a projecao ortogonal do vetor y no subespaco gerado pelas d+1 colunas
de X.

Demonstra¢ido. Vamos demonstrar o item (2a). O item (la) segue diretamente tomando-se
n = 1. As demonstragoes dos itens (1b), (2b) e (3) s@o exercicios.

Seja @: R™(4+1) 5 R™ a funcdo de regressao de y em X, quer dizer ¢ o X = E(y| X), e
seja g: R4+ 5 R™ yuma fungio mensuravel qualquer satisfazendo E(|g o X|) < oo, onde | - |
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denota a norma Euclidiana em R", |¢| :== \/£¢'€. Escrevendo z = ¢ o X e w = g o X, temos
ly —go X2 =E{|ly —go X|*}

2": E{(yi - ’wz’)Q}

1

.
I

[
NE

E{((yi —2;) + (2 — wi))Q}

1

.
Il

M=

E{(yi — 2:)* + 2(yi — 2:)(zi — wi) + (z: — wi)*}.

o
Il

Distribuindo, por linearidade, o operador de esperanca e notando que

E{(yi — 2i)(2i —wi)} = E{E[(yi — 2i) (2 —wi) | X[}
= E{(zi —wi)E[(y; — 2:) | X]}
—0,

ficamos com

ly—go X2 = E{(yi —2)°} + > _E{(zi —w:)*}
=1 =1
=lly—po X[+ llpo X —go X|2.

O primeiro termo no lado direito da igualdade acima independe de g; o segundo é nao negativo
e se anula precisamente e tdo somente quando tomamos g tal que Pl[go X = p o X] = 1. Isso
completa a demonstragao. [ ]

Remark 11. Outra maneira de enunciar, digamos, o item (1b) do
teorema acima ¢é a seguinte: de todas as varidveis aleatoérias z que
podem ser escritas na forma

!
z="box10+ - +bgr1,4 = x1b,

para algum b € R**! temos que z} 3, com 3 = (E(mlm’l))flE(mlyl),
é aquela que estd mais préxima de y; no sentido de que

]E{(ilh - 90/15)2} < E{(yl - 31'15)2}

para todo b € R¥*! em que a desigualdade vale estritamente se
tomarmos b # 3. Para fins mnemonicos, convém reescrever cada
um dos demais itens do teorema de forma semalhante ao que fizemos
aqui.
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Exercicios

Quaisquer erros nos enunciados sdo — é claro! — intencionais.

Exercicio 12. Nesse capitulo utilizamos a notagdo E(y|X) sem
fornecer uma definicdo. Ei-la: sejam y um vetor aleatério de di-
mensao n, sejam x; vetores aleatorios de dimensao d + 1, onde
1 € {1,...,n}, e seja X definida como em (14). A esperanca
condicional de y dado X (equivalentemente, dados @1, ..., x,) é
o vetor aleatério E(y | X) = E(y|x1,...,2,) de dimensdo n que
satisfaz as seguintes condicoes:

EC1. E(y|X) = goX, para alguma funcio mensuravel ¢ : R?*(d+1)
R™, com E(|p o X|) < occ.

EC2. Vale a igualdade E(E(y | X) ]I[Xeg]) = E(y I1xep)) para todo
subconjunto Boreliano B C R"*(d+1),

1. Observando que qualquer funcao g: R™ — RF é da forma g =
(g1,---,9k), onde g;: R™ — R, verifique que

[E(y | X)], =E(y:| X), i€{l,...,n}
2. Mostre que, se z é uma varidvel aleatéria da forma z = go X para
alguma funcao g de R»*(¢+1) em R, entdo E(zy | X) = 2E(y | X).
Exercicio 13. Mostre que, se os vetores aleatérios

(581 yl)lv ey (wn yn)/

formam uma amostra aleatéria, entdo [E(y|X)]|, = E(y; | x;).

i
Exercicio 14. Suponha que z11,...,Z,1 € v1,...,0, 530 uma
amostra aleatéria de x1 e v, respectivamente, onde z; e v 880 como

no exercicio 4: mutuamente independentes e, cada um, simétrico

em torno de zero. Parai € {1,...,n}, defina y; = 2% +v;, e ponha
1 Il,l
X =
1 Tn,1

Sendo B definido como na equagdo (9), e pondo u = y — X3, ja
sabemos que E(X'u) = 0 e, como as varidveis aleatérias aqui sdao
identicamente distribuidas, sabemos de fato que E(u) = 0.

UM INTERLUDIO 27
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1. Mostre que E(u | X) # 0 e conclua que E(y | X) # X 3.
2. Defina agora, parai € {1,...,n}, x;2 = 2, e ponha

1 z11 712
we=|: = C |, = (EWW))TE(Wy).

1 Tnl Tn2
Mostre que v’ = (0 0 1) e E(y — W~ |W) =0.
Exercicio 15. Demonstre o Teorema 8.

Exercicio 16. Seja M(n x d) o conjunto formado por todas as
matrizes n x d, e considere a transformacio 7: M(n x d) — R**4
que “empilha” as colunas de uma matriz A € M (n x d) para obter
um vetor em R™*?. Verifique que 7 é linear, bijetora, continua e

31

que 77! é também continua.3! Esse exercicio justifica a notacdo

utilizada para o dominio da funcao de regressao de y em X.

Exercicio 17. Considere uma matriz A € M (2 x 2),

e seja a = TA € R*, onde 7 é definida como no exercicio acima.
Sejam ainda 3 € R? e B € M (2 x 4). Comparando os vetores A3 e
Ba, conclua que nem toda transformacio linear T: M (2 x 2) — R?
¢ da forma A — A3 para algum 3 € R?.

Exercicio 18. Verifique que o plano Euclidiano R?, munido do
produto escalar usual, é um espago de Hilbert.

Exercicio 19. Mostre que o espago L2 (Q; Rl) coincide com o con-
junto formado por todas as variaveis aleatérias com variancias fini-
tas.

Exercicio 20. Dado um subespago fechado M em um espago de
Hilbert H, mostre que todo elemento h € H se exprime de maneira
unica como h = hy; + hpso.

Exercicio 21. Demonstre os itens (1b), (2b) e (3) do Teorema 10.
Dica: comece pelo item (3), notando que a fungao real L definida,

31 Sobre continuidade: &
preciso verificar que, se
A, — A em M(n x d),
entdo TA, — TA em R"*d
etc. Em ambos os ca-
sos, convergéncia significa
convergéncia componente-a-
componente.
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para b € R por

n

L(b) =y — Xb* = > (y; — [XB];)",

=1

é uma funcgao convexa. Isso permite que encontremos o valor 38 €

R*! que minimiza globalmente a funcio L resolvendo o sistema
VL(B) =0,

onde VL denota o gradiente de L, [VL]; :== dL/0b;, j € {0,...,d}.

Para o item (2b), basta seguir um roteiro semelhante ao acima,
agora definindo L(b) = E{|y — Xb|?} para b € R, onde |- |
denota a norma Euclidiana, e resolver a equagao VL(3) = 0. Sinta-
se autorizado a fazer a passagem VE = EV.

Exercicio 22. Seja (2, 47,P) o espago de probabilidade em que
Q = (0,1], & = ‘o-dlgebra de Borel em (0,1 e P = ‘medida de
Lebesgue em (0, 1] (isto é, P(a,b] = b — a para qualquer intervalo
(a,b] € (0,1], 0 < a < b <1). Seja z a varidvel aleatéria definida
via z(w) = w, w € Q, e seja y uma varidvel aleatdria integravel
qualquer.

1. Mostre que E(y | z) = y.

2. Sendo M = span(z) C L3(Q;R), mostre que yy = 3z E(zy).






O método de minimos quadrados

“We all believe fairy-tales, and live in them. Some, with a
sumptuous literary turn, believe in the existence of the lady
clothed with the sun. Some, with a more rustic, elvish instinct,
believe merely in the impossible sun itself.”

G. K. Chesterton, Heretics

A presente secdo é um interim, durante o qual poderemos es-
quecer — provisoriamente — que os objetos com os quais estamos
lidando sao varidveis (e vetores e matrizes) aleatérias. Sendo assim,
por ora y denota um vetor de R", xq,...,x, vetores de R4*t! e
X uma matriz n x (d + 1) cuja componente i,j é z;; = jésima
componente de x;. Tipicamente (embora ndo necessariamente)

convenciona-se que x;o = 1 para todo 1.

O METODO DOS MINIMOS QUADRADOS APARECE PELA PRI-
MEIRA VEZ EM 1805, em um apéndice intitulado Sur la Méthode
des moindres quarrés, na Nouvelles méthodes pour la détermination
des orbites des cométes de Adrien—Marie Legendre. Em 1809, o
mesmo método aparece na Theoria Motus Corporum Coelestium in
Sectionibus Conicis Solem Ambientium de Carl Friedrich Gauss.
Tudo indica que Gauss e Legendre “descobriram” o método de
forma independente, e ha uma contenda a respeito de quem, de

32 O referido método

fato, foi o primeiro descobridor (foi Gauss).
pode ser subdivido em duas categorias, a saber, minimos quadrados
ordindrios e minimos quadrados ndo-lineares, e por ora estaremos
interessados na primeira delas. Aqui, o termo “ordindrios” é em-
pregado em contraposicao ao termo “nao-lineares” e, portanto, um
nome mais adequado (ou ao menos mais explicito) para a primeira

categoria seria minimos quadrados lineares. Como veremos, linea-

APPENDICE.

Sur la Méthode de s quarrés.

A primeira pagina do
apéndice Sur la Méthode
des moindres quarrés.
Legendre vai direto ao
ponto: “Dans la plupart des
questions ou il s’agit de tirer
des mesures données par
I’observation, les résultats
les plus exacts qu’elles
peuvent offrir, on est pres-
que toujours conduit a un
systéme d’équations...”

32 R.L. Plackett. The disco-
very of the method of least
squares. Biometrika, 59(2),
1972
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ridade e ndao-linearidade referem-se & maneira como os pardmetros
se apresentam nos sistemas de equagdes estudados.??

O método

Sem mais delongas, consideremos como dados n pontos>4 no espaco
Euclidiano R4+2:

Y1 Y2 Yn
Z1,0 Z2,0 Tn,0
) b A
T1,d T2.d Tn,d

Para cada vetor b = (by by ba)' € R podemos escrever

um sistema de n equacgoes lineares,
y1 =box1,0 + b1x11 + - - + bgz1q + v1(b)

Y2 = boxa0 + bixa 1 + -+ + baxaq + v2(b)
(15)

Yn = boTno + b1Tp1 + -+ bgTpg + Un(b)

onde os termos v;(b), i € {1,...,n}, estao definidos, por tautologia,
como

vi(b) =y; —xib, ie{l,...,n}.

Visto que estamos considerando n > d + 1, ocorre que — exceto
em casos mui particulares — nao é possivel encontrar um vetor
b* € R tal que valha v;(b*) = 0 para todo i. Como prosseguir,
entao? Ora, eis a questao: tentemos encontrar um vetor B € Rét+1
que torne todos os residuos u; = vi(,@), i € {1,...n}, “tao pe-
quenos quanto for possivel”. Claro, ha infinitas maneiras de se dar
sentido & expressao “tao pequenos quanto for possivel” — Boscovich
e Laplace que o digam! — e a grande sacada de Legendre e Gauss
foi considerar que o vetor E desejado deve ser aquele que soluciona
o problema de se minimizar, com respeito a b € R?*!, a expressio

n n

>ould) = (5 —2ib)’ = (y — Xb)'(y — Xb) = |y — Xb[",
i=1 i=1
onde | - | aqui denota a norma Euclidiana em R™. Isto é,

B = argmin|y—Xb’2. (16)
beRd+!

33 Veja os exercicios 32 e 33.

34 Em que pese a crescente
importancia de se considerar
situagoes onde n < d+1 —
por exemplo, na literatura
de regularizagao e selegao
de varidveis — por ora va-
mos nos restringir ao tradi-
cionalissimo cenério em que
n > d+ 1. Tipicamente,
cada um desses n pontos re-
presenta uma observag¢ao de
d + 2 variaveis.



O METODO DE MINIMOS QUADRADOS 33

Felizmente a essa altura ja estamos familiarizados com espagos
de Hilbert, e sabemos que R™ é um deles! Ergo, pela propriedade de
proximinalidade, existe um tinico elemento Y pertencente ao espaco
gerado pelas colunas de X tal que

, &eR™

ly—9| <|y—¢

Pelo Teorema 10 (e também pelo exercicio 21), sabemos que —
desde que a matriz X’ X seja invertivel — o vetor 3 é dado por

g=XpB, com = (X’X)_lX’y.

Note que isso nos diz quem é a solugdo na equagao (16)! As compo-
nentes do vetory = (71 -+ U,) sdo ditas os valores ajustados
(por minimos quadrados ordindarios). Explicitamente,

d
:/y\Z:.CE{“B:Z i Ty 16{1,771}

Lembrando que os residuos foram definidos como u; = y; — ;8 =
Yyi — Ui, epondou = (U; --- Uy,)’, podemos reescrever o sistema
de equagodes (15) — agora com 3 no lugar de b — como

y=XB+u=7+au. (17)

A igualdade acima nada tem que ver, a principio, com o modelo
linear: nao se trata de um modelo, mas de uma relacao algébrica
sempre valida,3® relacionando os objetos que ali aparecem. De fato,
temos o seguinte:

Teorema 12. Seja M = col(X) C R™ o espago gerado pelas co-
lunas36 de X, e suponha que X’'X & invertivel. Entdo g = y M€

’l’z:yML.

Demonstracio. Nao hé o que demonstrar: ja vimos3’ que X ,@ éa
projecao ortogonal de y sobre col(X), e j4 sabemos3® que a decom-
posicao Yy = Yy, + Yy € Unica. |

Corolario 13. Nas condigoes do Teorema 12, vale que
X'u=0¢c R

Adicionalmente, se X possui uma coluna de 1’s, entdo y ., u; = 0.

David Hilbert, circa 1912.

35 Desde que X’'X seja in-
vertivel, de forma a garantir
que 3 esteja bem definido.

36 Observe que aproveitamos
a deixa para introduzir aqui
a notagao col(X).

37 Teorema 10.

38 Exercicio 20.
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Exemplo 14. Para ilustrar, consideremos (com n = 3 e d = 1) o seguinte conjunto de dados:

y’:(1.67 0.57 1.21)

x (b1t
“\2 10

Fazendo as contas encontramos 3 = (0.92 0.23)' e g = (1.38 1.15 0.92)".

1.5 2.0

Yi's
1.0

0.5

0.0

T T T T T T T
-0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

fI,‘il’S

As duas figuras acima ilustram duas maneiras distintas de se visualizar os objetos envolvidos
no problema. Na figura da esquerda, cada um dos n = 3 pontos em preto representa um dos
pares ordenados (x;1,¥;). A diagonal em vermelho é a reta dada pela equagao £(§) = BO + 31 &,
¢ € R. Os trés circulos situados sobre a reta representam os pares ordenados (z;1, ;). A figura da
direita representa os vetores envolvidos como pontos em R”, isto é, em R3. Aqui, cada uma das
duas colunas da matriz X esta representada por um vetor em azul em linha sélida. O hiperplano
(subespago) gerado pelas colunas de X aparece em azul-claro; o vetor y, em vermelho—escuro,
“aponta para fora” desse subespaco. O vetor de valores ajustados ¥y estd representado pelo vetor
em azul em linha pontilhada.

O Teorema de Frisch—Waugh—Lovell

Considere o seguinte setup: com d > 1 — de modo a garantir que a
matriz X tenha pelo menos 2 colunas — tomemos inteiros d; > 0 e



O METODO DE MINIMOS QUADRADOS 35

ds > 0 tais que d1+do = d+1. Denotemos por X1 a matriz formada
pelas d; primeiras colunas de X e, semelhantemente, por X5 a
matriz das dy colunas remanescentes. Simbolicamente, podemos

escrever

X = [Xl XQ]

Denotemos ainda por IIf- a matriz (n x n) de projecio ortogonal3?
sobre o complemento ortogonal do espago gerado pelas colunas de
X,. Isto é, assumindo que X} X é invertivel, definimos I =
I- Xl(XaXl)_lX’l, onde I denota a matriz identidade n x n.
Last but not least, lembrando que ,B' = (X’X)le'y, escrevamos
g-8 &
onde Bl é o vetor d; x 1 cujas componentes correspondem as pri-
meiras d; componentes de B e assim por diante.

Informalmente, o Teorema de Frisch—Waugh—Lovell nos diz que,
para computar ﬁQ, podemos seguir a receita abaixo:

1. “Regrida” y em X e obtenha residuos 4, = Il y.

2. “Regrida” Eada coluna de X5 em X e obtenha uma “matriz de
residuos” Us := HfXQ.

3. “Regrida” u; em ﬁg para obter Bz~
O enunciado formal é o seguinte:

Teorema 15 (Frisch-Waugh-Lovell). Se X'X ¢ invertivel, entdao

B, = (X411 X5)~ X1l y.
Remark 16. O costume nos concede que, ao escrever a solugao
B=(X'X)" X"y,

do problema de minimizacao (16), seja omitida a dependéncia —
muito evidente — que o termo no lado esquerdo dessa identidade
tem nos termos que aparecem a direita. Ora, claramente E é uma
funcao de y e X, e portanto podemos — quando o clamor por cla-
reza assim demandar — escrever, e.g., B(y, X). Com essa notacao??
— e notando que Il é simétrica e idempotente — o Teorema de

Frisch—Waugh—Lovell nos revela que

B(ny7H%X2) = |:0(d2><d1) I(d2><d2):|//8\<an)'

39 Veja o exercicio 29.

40 Por sinal, escrever
B(y,X) é uma maneira
de dar sentido ao jargao

“regredir y em X.”
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Demonstragdo. Seja I+ =1 — X (X' X)X’ a projecao ortogonal
sobre col(X)*. Notando que & = II*+y, podemos escrever

y=X108; + X268, + HJ_'!J-
Isso nos d4, multiplicando a expressdo acima, & esquerda, por X 5117,
X/2H1Ly = X/2H1LX1Z31 + X/2H1LX2,32 + X/2H1LHL'!/~

Agora, o primeiro termo no lado direito da igualdade acima se
anula, pois I X1 = 0 (por qué?). De maneira andloga, o terceiro
termo se anula: seu transposto é y'II*II{ Xo, e valem as igual-

dades TTI+II{ = I+ e I+ X, = 0 (por qué?).*! Disso segue que 11 Esses “por qués?” nao sao
LIty = X5II+ X508, e a partir dai obtemos a identidade dese- perguntas retéricas: faca o
2147 2147 2 )

. exercicio 29!

jada. |

Ezercicios

Quaisquer erros nos enunciados sao — por supuesto! — intencio-

nais.

Exercicio 23. Mostre cuidadosamente que qualquer solucao para
o problema
min |y - X b|
beRd+1
é também uma solugao para o problema
. 2
min |y - X b|
beRd+1
e vice-versa.
Exercicio 24. Encontre condigoes suficientes e necessérias para que
o sistema de equagdes (15) admita uma solugdo b* tal que v;(b*) = 0
para todo 1.

Exercicio 25. Encontre condigoes suficientes e necessarias para
. 12 o . ’
que a matriz X' X seja invertivel.

Exercicio 26. Calcule manualmente o valor de 3 no exemplo 14.
Quem sao os vetores ¢y, o € x3 nesse exemplo?

Exercicio 27. Demonstre o Corolario 13.
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Exercicio 28 (Representagoes alternativas). Verifique as seguintes
igualdades:

~ -1
L B=(Tiliziz)) Xz
2. Z?:l T;U; = 0

Exercicio 29. Considere as matrizes I e II (ambas n x n) defi-
nidas por
M=X(X'X)"'x', Tt=1-11,

onde I denota a matriz identidade (quais as dimensdes?). Mostre
que:

1. II e II* sdo simétricas e idempotentes.2

2. Para qualquer vetor & € col(X), vale que II§ = € e II+¢ = 0. Em
particular, [1X = X e II* X = 0 (matriz de zeros, n x (d + 1)).

3. Hy=9gellty = .

4. (Teorema de Pitagoras) |y|? = |g|? + |ul>.

5. Supondo agora que X é da forma X = [X; X5, sejam II; =

Xl(Xlle)ilel e Hf‘ = I-II;. Mostre que I -II = II-11; =114
e IIFITE = IIHITE = I1t

6. Dé os detalhes da demonstragao do Teorema de Frisch—Waugh—
Lovell.

Exercicio 30. Seja ¢, == n"*(y1 +---+y,). Verifique as seguintes
propriedades:

L o' G4+ Un) = Un-

2.sed=0expo=11€{l,...,n}, entéof‘“}:yn.

3.sed>1e X'X é invertivel, entao

n n

Z(yz - ?jn)Q = Z{@\z - gn)2 + 1712}

i=1 i=1

Exercicio 31. O coeficiente de determinagao ¢ o nimero R? €
[0, 1] definido por

Z?:l il/\?

R =1- ==
Zi:1(yi = Yn)?

42 Simetria significa, e.g.,
I1 = I’ e idempoténcia, por
seu turno, IT-IT = II.
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Mostre que
e i@ -5
2?21(%’ - gn)Z
Exercicio 32. Considere uma transformagao (possivelmente nao-
linear) ®: R4t — R*. Parai € {1,...,n}, sejam z; = ®(x;), e Z
a matriz cuja entrada i, j é z;;. Interprete o vetor Z(Z'Z)'Z'y.

Exercicio 33 (Computacional). Com a mesma notagao do exercicio
anterior, seja ®: R? — R? definida por

@(60761) = (€0u€17€§)7 £ S RQ.

1. Utilize o software RStudio para gerar uma amostra de tamanho
n = 200 do modelo

yi =1+ xin + a3 +u,

onde x;; tem distribui¢do uniforme no intervalo [—2,2] e u; tem
distribui¢do Normal(0, 02), com o = 0.03, independente de ;1.

2. Faca o grifico de dispersao (no plano) dos pares (z;1,y;) simula-
dos e compare-o com o gréfico de dispersao (em R3) das ternas

('rilv 1‘?1, yl)

3. No grafico 2D, acrescente a reta cuja equacao é
(&) =Po+p§, E€R
4. No grafico 2D, acrescente a cubica cuja equagao é

q(€) =0 + & +7E, EER,
onde 4 = (Z'Z)~'Z'y, com Z definido como no exercicio 32.

Exercicio 34. Nesse exercicio, vamos escrever ,@ = ,@(y,X ) para
explicitar a dependéncia da solugdo (16) no vetor y e na matriz
X. Uma matriz quadrada A é dita unitdria se A’A = AA’ = 1.
Mostre que, se A é uma matriz (d + 1) x (d + 1) unitaria, entéo

~ ~

/B(y,XA> = A/ﬂ(y’ X)
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Exercicio 35 (Paradoxo de Simpson). Considere o gréfico de dis-
persao dos pares (y;, 1), ¢ € {1,...,n} apresentado ao lado. Seja

D; definida, para i € {1,...,n}, pondo-se D; = 1 se z;; > 2 e
D; =0 se x;; < 2. Sejam ainda X e Z as matrizes definidas por

e
1 T1,1 1 Z1,1 D]_ u‘u u‘a 1‘0 1‘; 2‘0 2‘5 s‘u 3‘5
1 T21 1 T2 D2 e
X = , Z =
1 Tnl 1 Tnl Dn
Usando a mesma notagao do exercicio 34, vocé consegue intuir, sem
fazer as contas, qual serd o sinal de 8 (y, X)? E quanto a 31 (y, Z)?
CODIGO PARA GERAR o grafico do exercicio no RStudio:
set.seed(3)
n=40
runif(n,o,4)
(x>2)
2 - 4xD + x + rnorm(n, sd=.1)
plot(y™x, pch=16)
Esse exercicio é um exemplo do Paradozo de Simpson. Kadane?3 ilustra-o 43 Joseph B. Kadane. Prin-
assim: ciples of Uncertainty. Chap-
“Imagine two routes to the summit of a mountain, a difficult route D man and Hall/CRC, 2011

and an easier route D. Imagine also two groups of climbers: amateurs

A, and experienced climbers, A. Suppose that a person has probabilities
of reaching the summit R, as a function of the route and the experience
of the climber as follows:

P{R|D,A}=0.8 P{R|D,A}=0.7
P{R|D,A} =04 P{R|D,A}=0.3

Thus experienced climbers are more likely to reach the summit whi-
chever route they take, and both groups are less likely to reach the summit
using the more difficult route.

Further suppose also that the experienced climbers are believed to
be more likely to take the more difficult route: P{D|A} = 0.75 [and]

P{D|A}=0.35...
... The events RD and RD are disjoint, and their union is R. The-
refore, P{R|A} = --- = 0.5. Similarly P{R|A} = --- = 0.56. Thus

amateur climbers have a greater chance of reaching the summit (0.56)
than do experienced climbers (0.5), although for each route they have a
smaller chance.”






Propriedades amostrais do estimador

de minimos quadrados

“Se sofres por algo externo a ti, o que te causa sofrimento nao é a
coisa em si mesma, mas sim a tua estimativa a respeito da coisa.
Tens o poder de eliminar o sofrimento imediatamente.”

Marcus Aurelius Antoninus, Meditagoes, Livro VIII.

APOS FICAREM SUMIDOS durante o capitulo pregresso, os simbolos
P e E estao de volta! Quer dizer, uma vez mais estamos lidando
com objetos (nossos velhos conhecidos y, os x;’s, X...) que sdo
aleatorios — no sentido formal de que sdo fungdes cujo dominio
é o espago amostral (€, %) e cujo contradominio é a reta, ou um
dos espagos Euclidianos (do qual, de fato, a reta ja é um exemplar
e portanto nao precisaria ter sido mencionada na abertura dessa
lista), ou algum espago de matrizes (que, ja vimos, também é indis-
tinguivel,** do ponto de vista de sua estrutura linear e topolégica,
de um espago Euclidiano). Significativamente, chamamos esses ob-
jetos de aleatdrios antes mesmo de amuniciarmos o espago amostral
com uma medida de probabilidade P, embora ao fim e ao cabo seja
ela quem capture — ao transpormos o simbolismo para a linguagem
natural — a ideia de que aqueles objetos sao aleatérios. Essa di-
gressao € relevante pois, no decorrer deste capitulo e dos seguintes,
faremos suposigoes distribucionais — por exemplo, de exogeneidade
estrita, de Gaussianidade dos termos de erros, de que estamos diante
de um mecanismo de amostragem aleatoria etc. — e é importante se
dar conta que esses atributos distribucionais nao estao inteiramente
codificados nas varidveis, vetores e matrizes aleatérias com que li-
damos, mas sim emergem como uma propriedade em que entram

Estatua equestre de Marco
Aurélio, Roma.

44 Vide o exercicio 16
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como ingredientes tanto essas varidveis, vetores, matrizes aleatérias
quanto também a medida de probabilidade P.*°

FEstimadores

Estimadores s@o varidveis (ou vetores, ou matrizes) aleatérias. Sim-
ples assim.*6 Um exemplo ¢ o estimador de minimos quadra-
dos ordindrios,*” B; o fato de que este é um vetor aleatério estd
implicito na expressao

-1

B = (X'X)"' X'y = (ijl wzw;) ijl TiYi-

De fato, embora raramente recorramos a tao detalhada notagao,

podemos escrever®®
1
Bw = (Xw)Xw) Xwyw), we,
em que — por 6bvio — [X(w)];; = xi;(w) etc. Vez que outra é

conveniente fazer uma disting¢ao, chamando de estimador ao vetor
aleatério B e de uma estimativa ao valor realizado B(w) € R4*1.
Essa é mesma distin¢ao que fazemos ao chamar de amostra aleatdria

,Yn € de uma rea-
4
s Yn (W) ?

(no caso univariado) as varidveis aleatérias y1, . . .

lizagao dessa amostra aleatoria aos nimeros reais y; (w), . . .

O QUE NOS INTERESSA do ponto de vista de inferéncia estatistica,
contudo e sobretudo, é estabelecer alguma relagao entre estimadores
e parametros. Um parametro é um objeto da forma Op € ©, em
que © é — tipicamente — um subconjunto de R¥, onde k € N,50
ou, mais geralmente, podemos enxergar o parametro como sendo a
aplicacao P — @p, no impeto de manter sempre na memoria o fato
de que parametros dependem da medida de probabilidade P. Um
exemplo de pardmetro é o vetor®!

B=EXX)EXy) = (¥ E@a)) Y Ewu)

Em particular, se
(wlay1)7"'7(mnayn) (18)

é uma amostra iid, entdo vale a igualdade®?

B = (E(xz})) E(ziy). (19)

45 Veja o exercicio 36.

46 Bom, nao tao simples
porque a varidvel aleatéria
deve estar definida “antes”
de introduzirmos uma me-
dida de probabilidade no
espaco amostral; varidveis
aleatdrias do dipo ¢ = E(x)
“nao valem”!

47 Poderfamos té-lo assim
batizado j4 nos capitulos an-
teriores, mas optamos por
nao fazé-lo pois o epiteto ‘es-
timador’ em nada nos auxi-
liaria a compreensao.

48 Anteriormente haviamos
introduzido a notagao
B(y,X), cuja dependéncia

em w aqui aparece-
ria, com um ligeiro
abuso notacional, assim:

Bw) = By(w), X ().
49 Na nossa notagdo, escre-

verfamos y; (w) = y9b° etc.

50 F nada impede © = R¥!

51 A dependéncia de 3 em P
estd implicita, j4 que E de-
pende de P.

52 Recorde o exercicio 8!
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Uma relagdo de particular interesse entre um estimador 9: Q —
R¥ e um parametro @ = 0p € R* é o viés, definido por

bias(9,0) = E(9) — 6. (20)

Um estimador ¥ é dito nao-enviesado para um parametro 6 se
E(¥9) = 0, isto &, se bias(1,0) = 0.53

De posse desse vocabuléario, podemos agora nos perguntar se o
estimador de MQO é nao-enviesado para o 3 populacional. A res-
posta é que, em geral, bias (,@, ﬂ) # 0; o seguinte resultado oferece,
como coroldrio, condicGes suficientes e necessarias para que esse viés

seja nulo.

Teorema 17. Sejam y e x;, i € {1,...,n}, vetores aleatérios em R™
e R4! respectivamente, e seja X a matriz aleatéria n x (d+1) cuja
componente 4,5 é x;;. Seja ainda P uma medida de probabilidade
em (Q,.o7) satisfazendo

(i) P(¢'X'X¢ > 0 para todo & € R™! ndo nulo) = 1.
(ii) E]p‘,z\3| < 00, onde B == (X'X)"1X'y.

Entao,
E(B|X)=8+(X'X)"'X'E(u| X), (21)

em que B = [E(X'X)]'E(X'y) € R¥*! e onde u é o vetor
aleatério em R™ definido por u =y — X 3.

Corolario 18. Nas condigoes do Teorema 17, tem-se bias (B, B) =
0 se, e somente se, E((X'X)"'X'u) = 0. Em particular, se X é
estritamente exdgeno, entao 3 ¢é nao-enviesado para 3.
Demonstracdo. Primeiramente, verifiquemos que o estimador ,[Ai e
o parametro B estao bem definidos. Quanto a B, é imediato, pois
a condigdo (i) impde nada mais que a invertibilidade da matriz
X (w)' X (w), para w pertencente a um evento E* C Q com P(E*) =
1. Quanto a B, vemos que, para qualquer £ € R4, vale a de-
sigualdade E(¢'X’'X¢) > 0, novamente pela condi¢do (i). Disso
segue, usando a identidade &'E(X’'X)¢ = E(¢'X'X€), que a ma-
triz E(X'X) é invertivel.
Para a tese temos, das definigoes, y = X3 + u. Logo,

B=(X'X)'X'(XB+u) =8+ (X'X)'X u.

53 Note que a expressdo de-
finindo o viés depende da
medida de probabilidade P.
Em particular — e isso nao
é 14 muito 6bvio — um es-
timador pode ser nao envi-
esado para um parametro 6
sob uma medida de proba-
bilidade e ser enviesado sob
outra. Veja o exercicio 37.
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Tomando a esperanga incondicional em ambos os lados dessa iden-
tidade, obtemos a caracterizacao declarada no corolario. Tomando
a esperanga condicional em X, seguem o teorema e a condigao su-
ficiente para anular o viés no corolario. |

Quanto & dispersdo de 3, temos o seguinte.
Teorema 19. Nas condigoes do Teorema 17, seja
X, =(X'X)"'x".
Entao
1. V(8) = E(X,uw' X)) — E(X.u)E(u'X)).
2. V(8] X) = X.V(u| X)X/,
Adicionalmente,

3. se bias (,@,,6') = 0, entao
V(B) = E{V(B | X)} + E{X*E(u | X)E(x' |, X)X;}.
4. se X ¢ estritamente exégeno, entao

V(8] X) = X.E(uu' | X)X

5. se os termos de erro sao homoscedasticos, no sentido de que
V('ﬁ ‘ X) = 01 para alguma constante o > 0, entdo V(ﬂ ‘ X) =
aA(X'X) L

O Teorema de Gauss—Markov

O Teorema de Gauss—Markov é a cereja do bolo no estudo das pro-
priedades estatisticas do estimador de MQO em amostras finitas.
Ele afirma que, sob certas condigoes, o estimador B possui a proprie-
dade de ser o melhor estimador linear nao-enviesado para 3 — uma
propriedade que, em inglés, recebe a carinhosa alcunha de BLUE
(best linear unbiased estimator). Em que pese sua importincia,
esse resultado — tal qual uma cereja nao figurativa em um bolo
nao figurativo — deve ser usado com ponderagao. Nao devemos
nos empolgar com a aparente invencibilidade do nosso amigo “beta-
chapéu”. Por trés razoes, pelo menos: primeiro, uma das hipéteses
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do teorema é de que os termos de erro na equacao y = X8 + u
sao homoscedasticos, isto é satisfazem a condigao V(ﬁ | X ) = o1
Essa hipdtese é, em um sem fim de casos, inadequada, pois im-
pede que a variancia da resposta dependa do nivel dos regressores,
algo que raramente ocorre em dados observacionais. Segundo, sua
tese restringe-se a classe de estimadores lineares e ndao-enviesados
e, sem a ressalva de que podem existir estimadores nao-lineares
ou enviesados para B que sejam “melhores” do que ,@, o teorema
soa mais poderoso do que realmente é. Terceiro, a nogao de melhor
aqui refere-se a ordem parcial no espaco das matrizes de covariancia
(d+1) x (d+1), em que uma matriz A é dita “maior” do que uma
matriz B sse A — B é positiva semidefinida; nada impede, todavia,
que avaliemos a qualidade de um estimador segundo outros critérios.

Teorema 20 (Gauss—Markov). Nas condi¢oes do Teorema 17, su-
ponha adicionalmente que

1. E(u|X) = 0 quase certamente. (exogeneidade)
2. E(uu'| X) = 0?1, para algum o > 0. (homoscedasticidade)

Seja ainda A uma matriz n x (d + 1) da forma A = ¢ o X, onde
¢ é uma aplicacdo de R (@+1) em R**(4H+1) Se E(A’y| X) = 3,
entdo V(A’y| X) — V(B | X) é positiva semidefinida.

FEzxercicios

Quaisquer erros nos enunciados sao — provavelmente! — intencio-

nais.
Exercicio 36. Considere o espaco amostral
(9, ) == ([0, 1], “Borelianos em [0, 1]”)

e a varidvel aleatéria definida, para w € Q, por z(w) = w. Sejam
P; e Py as medidas de probabilidade em (€2, o) definidas, respecti-
vamente, por

Pya,b] = b — a, 0<a<b<l1

1 1
Pyla, b] = EH{OE[a,b]} + 5]1{16[@71,]}, 0<a<b<1.

45
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Verifique que 2 ~ Uniforme[0, 1] no espago de probabilidade (2, <, P;)
e que x ~ Bernoulli(1/2) no espago de probabilidade (2, &7, Ps).

Exercicio 37. Nas mesmas condigoes do exercicio acima, seja Pg
a medida de probabilidade definida por

Ps[a,b] = b* — a?, 0<a<b<l.

Considere o pardmetro fp = Ep(z), onde o subscrito na esperanga
indica a medida de probabilidade subjacente. Considere ainda os
estimadores 1 e Y5 definidos, para w € {2, respectivamente por

h(w) =2zw) e Pa(w):= %

1. Mostre que 1¥; é nao-enviesado para fp sob qualquer uma das
medidas de probabilidade Py, Py e P3.

2. Mostre que 5 é nao-enviesado para fp sob as medidas de proba-
bilidade P; e P2, mas é enviesado para Op,.

Exercicio 38. Mostre que V(z) =E(V(z| X)) + V(E(z | X)).
Exercicio 39. Nas condigoes do Teorema 17, mostre que

cov (B,E|X) =0.
Exercicio 40. Demonstre o Teorema 19.

Exercicio 41. Mostre que, nas condigoes do Teorema 17, se u e X
sdo independentes, com u ~ N(0, o%I), entdo

B|X ~N(B,0%(X'X)" ).

Conclua que a distribuicao incondicional de 3 é uma mistura de

distribuicoes Normais.
Exercicio 42. Nas condigoes do Teorema 17, considere o estimador

~2
=2 . |ul
S on—(d+1)

Mostre que, se X é estritamente exégeno e V(u | X) = 0?1, para
algum o > 0, entao E(32) = 02, A raiz ¢ é dita o erro padrao da
regressao.
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Exercicio 43. Nas condicoes do Teorema 17, seja II a matriz de
projecdo ortogonal sobre col(X), isto é, II = X(X'X)7'X' e
seja I+ := I — II a projecdo ortogonal sobre col(X)*. Mostre que
@ = Itu. Conclua que |a|® = v/t u.

Exercicio 44 (Medidas empiricas). Seja n € N fixado. Suponha
que

($1’y1)7"'7(mnayn) (22)

é uma amostra aleatéria de (x,y). Para cada w € €, seja ]f”n,w a
medida de probabilidade (discreta) dada por

Py o[(2,y) = (i(w), y:(w))] = %, Vie{l,...,n}.

Isto é, P, é a medida de probabilidade (aleatéria) em  que atribui
massa 1/n para cada um dos n pontos da amostra (22).54 Escreva
IE,W para denotar o valor esperado com respeito a medida de pro-
babilidade ]IAD,W Mostre que, para qualquer ¢: R4 x R — RF
continua, vale

Conclua que

~ ~ -1
Bw) = (Enw(@iah)) Enul(@y)
e compare com a equagao (19).

Exercicio 45. No contexto de um modelo linear com regressores
estocasticos, que é o caso em quase toda a literatura de econome-
tria, o Teorema de Gauss—Markov costuma ser enunciado de ma-
neira nao completamente rigorosa, algo que sé se percebe ao ler
cuidadosamente a sua demonstracao. Em particular, o termo “nao-
enviesado” é empregado sem deixar claro que, na prova, serd usada
a propriedade mais forte de que o estimador deve ser condicional-
mente nao-enviesado. De fato, se considerarmos estimadores incon-
dicionalmente nao-enviesados, o Teorema de Gauss—Markov pode
deixar de valer.?® Aqui est4 um enunciado rigoroso do teorema (o

exercicio é demonstra-lo):

54P, ¢ dita uma medida
empirica. Um detalhe é
que essa medida de proba-
bilidade, em geral, nao pode
ser definida na o-4lgebra ori-
ginal &/, mas somente na-
quela induzida pela amostra
aleatéria, isto é, em o (y, X).

55 Juliet Popper Shaffer.
The Gauss-Markov Theo-
rem and random regressors.
The American Statistician,
45(4):269-273, 1991
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Teorema 21. Counsidere dados um espago amostral (€, %), uma
matriz n x d aleatéria, X, e um vetor n x 1 aleatdrio, v. Seja M
a colegdo de todas as medidas de probabilidade P: & — R que
satisfazem o seguinte:

P(rank(X)=d) =1
. Ep(v’v) < 00
Ep(v|X) =10
Ep(vv’|X) =1d

Ll e

Seja ainda ¢ : M(n x d) — M(n x d) uma aplicagdo mensurdvel
(onde M(n x d) denota o espago vetorial das matrizes n x d), e
ponha X =1 o X.

Suponha que, para toda P € 9, todo B € R e todo o > 0, vale

Ep(Xy(XB+ov)| X) =8, P-q.c.

Entdo, para qualquer P € M, qualquer B € R? e qualquer o > 0,
tem-se que a matriz d x d

Ve(Xy(XB+ov) | X) - V(X' X) ' X' (XB+0v) | X)

é positiva semidefinida.
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“En la parte inferior del escalén, hacia la derecha, vi una pequena
esfera tornasolada, de casi intolerable fulgor. Al principio la cref
giratoria; luego comprendi que ese movimiento era una ilusion
producida por los vertiginosos espectaculos que encerraba. El
didmetro del Aleph seria de dos o tres centimetros, pero el espacio
césmico estaba ahi, sin disminuciéon de tamano.”

J. L. Borges, El Aleph.

O conto El Aleph, de Borges, inicia com uma citagao da famosa
passagem em que Hamlet considera a possibilidade de viver recluso
numa casca de noz e, ainda assim, proclamar-se Rei do espago infi-
nito. Ilustrado nesse trecho estd o truismo de que nao compreende-
mos, intuitivamente, o conceito de infinito — ou ao menos o fato de
que esse conceito pode ser enganoso! Pois bem, iniciaremos neste
capitulo uma jornada, que serd cumprida no préximo, cuja meta
é estudar as propriedades distribucionais do estimador de minimos
quadrados ordindrios quando o tamanho da amostra vai para o in-
finito.5% Ocorre que amostras sao sempre finitas: estamos sempre
confinados ao interior, as fronteiras, duma casca de um fruto da
nogueira. Por essa razao, faz sentido ter em mente que aquilo que
estaremos estudando sao, na verdade, aproximagoes as quais sao
véalidas em amostras “suficientemente grandes” (mas ainda finitas).
As duas mais importantes dessas propriedades — pertinentes ao es-
timador de MQQO, sob certas suposigoes — sao sua consisténcia e
normalidade assintéticas. O primeiro passo serd introduzir e estu-
dar os conceitos de convergéncia a partir dos quais serao tornadas
precisas as nogoes de consisténcia e normalidade assintética menci-
onadas acima. Trataremos do estimador de minimos quadrados no
capitulo seguinte.

56 A essas costumamos cha-

mar de propriedades
sintdticas.

as-
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Convergéncia em probabilidade

.) de
vetores aleatérios em R, onde k € N estd fixado, e seja z também

Suponha que nos é dada uma sequéncia (z,),>1 = (21, 22, . .

um vetor aleatério em R¥. Dizemos®” que a sequéncia (Zn)n>1
converge em probabilidade para z se, e somente se, valer a
seguinte propriedade: dado & > 0 arbitrario, é possivel encontrar
um numero natural ns tal que valha a desigualdade

]P’(|zn - z’ > 5) < § para todo n > ng.

Isso é o mesmo que dizer que lim,_,~ ]P’(|zn — z| > 6) = 0, para
qualquer § > 0.°8 Nessas condicdes, dizemos também que z é o
limite em probabilidade da sequéncia (2,)n>1, € escrevemos

(i) zn > z;
(i) plim,_, . z, = 2;
(iii) “z, — z em probabilidade”,

etc. Se z é uma varidvel aleatéria degenerada (digamos, com P(z =
€) = 1 para algum & € R¥) entdo dizer que z, 2 ¢ é 0 mesmo
que afirmar que, para valores de n “suficientemente grandes”, a
probabilidade (ou, para sermos bem precisos, a P-probabilidade)

de encontrarmos a variavel aleatéria z, na regiao

ball(€:0) = {n € B - €] <)

pode ser tomada tao préxima de 1 quanto queiramos (enfatizando:
desde que o indice n seja tomado suficientemente grande).

Exemplo 22. No espaco de probabilidade do exercicio 22, con-
sidere a sequéncia de varidveis aleatérias (z,)n>1 definidas, para
we (0,1l en >1, via

() 1, sen<(l4w)-2/M <n41,
2n(w) =
" 0, caso contrario,

onde f(n) = |logy(n)| = “maior ndmero inteiro majorado por

”

logy(n)”.
tomar ns = 1, pois nesse caso de fato temos, para todon > 1,

Vejamos que z, — 0. Seja 6 > 0. Se § > 1 podemos

P(|z, — 0| > 6) = P(@) = 0 < 4,

57Se quisermos ser extre-
mamente precisos na termi-
nologia, devemos perceber
que a medida de probabi-
lidade P estd ai implicita:
poderiamos com maior exa-
tidao dizer que (zn)pn>1 con-
verge em [P—probabilidade
para z.

58 Veja o exercicio 46.

~-

Figura 4: A figura exem-
plifica um w pertencente ao
evento {|zn —€&| < J}, o qual
poderiamos reescrever como
{zn € Dall(¢;8)}. Se zn, B
&, o conjunto de tais w’s tem
probabilidade préxima de 1,
para todo indice n a partir
de ng.
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jé que z,() < 1 para todo n. Por outro lado, se 0 < § < 1, entéo
temos a igualdade de eventos

[|zn—0|>(5]:[znzl]:{w:n§(1+w)-2f(")<n+1}.

Quer dizer, para 6 € (0,1) e n > 1 o evento [|z, — 0| > §] coincide

n n+1
<2f(n) -1 2f(n) -1

Daf, pela defini¢io de P, temos P(|z, —0| > §) = 2=/("). Escrevendo
f(n) =logy(n)—h(n), onde h(n) € [0,1), temos 2~ (") = 2h(") /5 <
2/n e, tomando ns = [4/§], obtemos finalmente P(|z, —0| > 6) < &
para todo n > ns.

com o intervalo

Convergéncia em distribuicao

Antes de definirmos convergéncia em distribuigdo, precisamos de
dois lembretes. O primeiro deles, de que a fungao de distribuigao
acumulada® de um vetor aleatério z em R¥ é definida como sendo
a funcdo F,: R* — R cuja regra é

F.(&) =Pz, < &, .. E=(& - &) eRF.

O segundo, de que uma funcio h: R* — R? ¢ dita continua no

-5 Rk S gk)a

ponto £ € R* se, e somente se, vale a implicacio

£, > EcRY  — (g, = h(€) e R

Se h é continua no ponto &, chamemo-lo entdo — mui apropriada-
mente — de um ponto de continuidade de h. Caso h seja continua

em todos os pontos do seu dominio, dizemos que h é continua.%0

SEJAM (2, )n>1 € Z como na se¢ao anterior. Podemos, enfim, definir
que a sequéncia (z,)n>1 converge em distribuigao para z se, e
somente se, para cada ponto de continuidade & € R* da funcdo de
distribuigdo acumulada F, a sequéncia numérica F, (&) convergir
para F, (&), isto é, se, e somente se, valer o seguinte:

“se € é ponto de continuidade de Fy, entdo lim F, (&) = F,(&)”.

n—roo

Nesse contexto, dizemos que z é o limite em distribuicao da
sequéncia (zp)n>1, € escrevemos, e.g.

59 A importancia  dessa
nocao é que uma medida
de probabilidade em RFK,
k > 1, é unicamente deter-
minadas por sua funcdo de
distribuigdo acumulada (e
reciprocamente).

60 Uma fungao h é continua
nesse sentido se, e somente
se, h~1(U) é um subcon-
junto aberto de RF, para
todo subconjunto U aberto
em R4,
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(a) zn 4 2

(b) zn 5z

(¢) L(zn) = L(z); (o L é para convergéncia em Lei)
(d) “z, — z em distribuigao”,

etc.

Na literatura de teoria da probabilidade, convergéncia em distri-
buicao também é chamada de convergéncia em lei, de convergéncia
fraca, e de convergéncia fraca* (lé-se “convergéncia-fraca-estrela”
mesmo), sendo essa Ultima terminologia — proveniente da andlise
funcional — a mais adequada. E importante notar que convergéncia
em distribuicao realmente nao diz respeito aos vetores aleatérios
em si, mas sim as suas respectivas fungoes de distribui¢do acumu-
ladas, e nesse sentido o vetor aleatério limitrofe, z, aparece apenas
de maneira auxiliar (de fato, até mesmo a sequéncia (z,,),>1 é dis-
pensével, mas vamos com calma): se H é uma funcio de distribuicao
acumulada qualquer (com dominio R¥) tal que F, (&) — H(€) para
qualquer & que seja ponto de continuidade de H, entao dizemos que
(2n)n>1 converge em distribuigdo para H, e escrevemos

(e) z, % H.

Apropriadamente, a distribuigio H ¢é dita a distribuigao limite
da sequéncia (z,)n>1. Adicionalmente, se H possui um “cédigo
padrao” (por exemplo,5t N(u, 2) ou Uniforme(0, 1] etc), escrevemos
também, e.g.

(f) zn % N(p, ).

Nesse tltimo caso, dizemos que a sequéncia (z,),>1 ¢ assintotica-
mente normal (com vetor de médias p e matriz de covariincias
3) e, no caso particular em que g = 0 e 3 = Id, que a sequéncia
é assintoticamente normal padrao. O conceito de convergéncia
em distribuicao é particularmente importante pois permite que cal-
culemos probabilidades aproximadas quando a distribuicao exata da
variavel aleatodria z, é desconhecida e dificil de se obter analitica-

mente. Quer dizer, se z,, AH , entao podemos usar a aproximacao
P(z, <€)~ H(E), £ € R™:

. = d , , -
Proposigao 23. Se z, — H e H é continua, entdo para qual-
quer § > 0 é possivel encontrar um nimero natural ns tal que a

61 Lembre: uma variavel
aleatéria z é dita ter dis-
tribuicdo Normal (ou
Gaussiana) se z é degene-
rada ou se z possui fungao
densidade de probabilidade
dada, para £ € R, por

_ L e-mres?
1=(8) sme
para algum par de
parametros m € R e s > 0.
Um vetor aleatdério z em
R* ¢ dito ter distribuigdo
Normal multivariada
se, para todo £ € RF a
varidvel aleatéria &'z tem
distribui¢ao Normal.

Figura 5: A fungao de dis-
tribuicdo acumulada de uma
N(u,X) (topo) e a respec-
tiva funcdo densidade de
probabilidade (abaixo).
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desigualdade

sup |P(z, <€) — H(§)| <6
£€Rd

vale para todo n > ng.

NESSE PONTO E IMPORTANTE RESSALTAR que O €spaco amos-
tral (Q, &) que estamos considerando deve comportar tais sequéncias
infinitas de varidveis aleatérias. Nao é trivial que um tal espago
exista; o Teorema de Ezisténcia de Kolmogorov nos garante que
nao temos com o que nos preocupar — de fato, o teorema é cons-
trutivo: ver Billingsley%? para mais detalhes. Para nés, é suficiente

enunciar a seguinte versao desse resultado:

Teorema 24. Seja (Hy),>1 uma sequéncia de funcoes de distri-
buicao acumuladas com

Hy,: (RF)" =R, n>1
Suponha que o critério de compatibilidade

Hn+1(€1> e ,€n,+00) = Hn(£17 e ’£n)

é satisfeito para toda n-upla &;,...,€, de vetores em R*. Entdo
existe um espago de probabilidade (9, &7, P) e uma sequéncia (2, )n>1
de vetores aleatérios em R” tais que, para todo n > 1 e toda n—upla
&,,...,&, de vetores em R¥, vale a igualdade

Pz <&,...,2, <E,) = Hy(&,...,&,).

UMA IMPORTANTE APLICAGAO do teorema acima é a seguinte:
tomando uma funcéo de distribuicdo acumulada fixa H: R*¥ — R e
a partir dela definindo a sequéncia (H,)p>1 via

Hn(éla""én) = H(gl) X X H(gn)a

para&,,..., &, € R¥ e n > 1, o teorema nos garante que existe uma
sequéncia 1id%3 (2n)n>1 de vetores aleatérios em R* com z, ~ H
para todo n. Quando fazemos teoria assintética para dados cross
section, embora na maior parte do tempo nao tenhamos (nem quei-
ramos ter) em mente qual é o espago amostral sendo utilizado, neces-
sitamos ao menos garantir que os objetos matematicos com os quais
estamos trabalhando sejam bem definidos — a presente aplicagao
do teorema de Kolmogorov supre essa necessidade.

52 Patrick Billingsley. Pro-
bability and measure. John
Wiley & Sons, 3rd edition,
1995

63 Uma sequéncia infinita de
vetores aleatérios (2n)n>1 €
iid se, e somente se, para
cada n > 1 os vetores
aleatérios z1, ..., 2z, sdo iid,
no sentido que vimos anteri-
ormente.
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Elementos de teoria assintotica

No préximo capitulo, estudaremos as propriedades assintéticas do
estimador de minimos quadrados ordinarios. Veremos que, sob cer-

tas condigoes, vale que ,@n % Beque \/ﬁ(,@n—,@) A N(O7 2_182_1),

onde a matriz de covariancias X 'SX 7! serd especificada oportuna-
mente. Note que escrevemos Bn ao invés de simplesmente B para en-
fatizar que “o” estimador de MQO é na verdade um termo em uma
sequéncia de estimadores: de fato, na férmula ,B = (X'X)"' X'y
esta implicita a dependéncia no tamanho da amostra, através das
dimensoes das matrizes e vetores que aparecem nessa expressao.
Veja: com as definigbes dadas nas duas segoes anteriores, ja é
possivel compreender as propriedades de consisténcia e normalidade
assintética do estimador de MQO! Para provar essas propriedades,
entretanto, vamos recorrer a uma dose adicional de teoria. Enunci-
aremos os principais resultados que serao usados posteriormente,
sem prova-los. Algumas dessas demonstracoes estdo espalhadas
nos exercicios logo adiante; os detalhes estdo no Asymptotic Sta-

tistics do van der Vaart%4

e no ja mencionado Econometrics do
Hayashi.%% Os trés primeiros desses resultados garantem que os mo-
dos de convergéncia estudados sao “bem comportados” mediante
transformagoes continuas (em particular as operagdes algébricas
usuais dos espagos Euclidianos), e estabelecem algumas relagdes en-

tre esses modos de convergéncia.

Teorema 25 (Continuous mapping theorem). Sejam z,, n > 1, e
z vetores aleatérios em R*. Suponha que h é uma funcio de R*
em R? cujo conjunto de pontos de continuidade ® C RF satisfaz
P(z € ®) = 1. Entao vale o seguinte:

1. Se zngz, entdao ho z,, — hoz.

EN
d . d
2. Se z,, — z, entao hoz, — hoz.

Nos teorema e corolario abaixo, estao implicitas as dimensoes
dos espacgos correspondentes a cada um dos vetores aleatorios que
ali aparecem. Essas dimensoes podem variar de um item para outro

de forma que as expressoes fagam sentido.

Teorema 26. Sejam z,,, w,, n > 1, e z vetores aleatérios e seja &
um vetor constante. Entao vale o seguinte:

64A. W. van der Vaart.
Asymptotic Statistics. Cam-
bridge Univ. Press, 1998

65 Fumio Hayashi. FEcono-

metrics. Princeton Univer-
sity Press, 2000
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- d
1. Se z, > z, entao z, — z.
d _
2. Se z, = &, entdo z, = &.
d N d
3. Sez, > zel|z, — wy| 20, entdo w, > z.
4

. Sezp, b zew, B g entio (20, w) 4 (z' ¢,

Corolario 27 (Lema de Slutsky). Nas condicoes do Teorema 26,

d d .
se z, — z e w, — &, entao

1. zn+wn—d>z—|—£.
2. whz, 4 ez,
3. zp/wn LA z /&1 desde que &1 # 0.

O método Delta

A ideia do método Delta é utilizar uma expansao de Taylor para
aproximar a distribuicao de um vetor aleatério da forma h o z,.
Nessa secao, para mantermo-nos fiéis a notagao mais usual e a des-
peito da ressalva que fizemos na se¢ao introdutéria destas notas,
escreveremos provisoriamente h(z,) ao invés de ho z,. Seja, entdo,
h=(hi hy --- hy) uma transformacio com dominio © C R¥
e contradominio R%. Suponha que as derivadas parciais

9h(0) == lim 57" (he(6 + de;) — he(0))

existem e sdo continuas numa vizinhanca® U € © do ponto 8 € ©
para j € {1,...,k} e £ € {1,...,d}, onde e; é o j—ésimo elemento
da base canénica de R¥ — por exemplo,

ex=(0 1 0 --- 0

etc. Defina Ohg como sendo a matriz (d X k) cuja componente (7, ¢)
é 8;%(0). Nessas condigoes, temos

h(8 + &) = h(B) + Ohek + r(€), & € RF, (23)

em que limg_,o7(§) = 0.7

No enunciado abaixo, a sequéncia (ay)n>1 ¢ usualmente tomada

com a, = y/n, mas nao hd razao para nao sermos mais generalistas:

Teorema 28 (Método Delta). Seja h como introduzida acima.
Sejam (z,)n>1 uma sequéncia de vetores aleatérios em R*, com

66 Usaremos o termo wvizi-
nhan¢a de um ponto € no
seguinte sentido: para § > 0
suficientemente pequeno, os
conjuntos ball(8; §) estdo in-
teiramente contidos em U.

57 Veja o exercicio 64.
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P(z, € ©) =1 para todo n, e (a,)n>1 uma sequéncia de nimeros

reais com a,, — +00. Se a,(z, — 0) S z, entao
an (h(zn) — h(8)) % Ohgz.
Ademais,

an (h(zn) — h(8)) — Ohg(an(zn — 0))| 2 0.

Os Reis do infinito

A Lei Forte dos Grandes Niumeros e o Teorema Central do Limite
sdo os dois principais resultados da Probabilidade Axiomética; rei-
nam, absolutos, sobre toda a teoria assintética. Abaixo enunciamos
esses resultados, em sua versao multivariada, para sequéncias iid:
para modelos em que assume-se um sistema de amostragem cross

section, isso é tudo que precisaremos.

Teorema 29 (2 Lei Forte dos Grandes Nimeros de Kolmogorov).
Seja (zn)n>1 uma sequéncia iid de vetores aleatérios em R, com
E|z,| < co. Entao

]P’{w €0 lim |2,(w) — B(21)| = o} ~1,
em que Z, :==n"' Y 1| 2.

O vetor aleatério z, = n~! Z?Zl z; que aparece no teorema
acima é chamado a média amostral (da amostra zi,...,2,). O
teorema afirma que, com P-probabilidade 1, a média amostral con-
verge para o valor esperado (comum) dos vetores aleatdrios z.,
n > 1. Nos exercicios abaixo o leitor sera convidado a provar que,
sob essas condicdes, vale também a convergéncia z,, = E(z1).

Teorema 30 (Teorema Central do Limite de Lindeberg—Levy).
Seja (zn)n>1 uma sequéncia iid de vetores aleatérios em R*. Supo-
nha que E(2}z1) < co. Entéo
1

Vi(zn — p)

1 n
Vi &

K2

onde p:=E(z1) e ¥ :=V(z1).
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O teorema acima pode nao parecer tao impressionante a primeira
vista, mas sua forca torna-se mais evidente apés um segundo olhar.
Primeiramente, note que podemos reinterpretar a convergéncia em
(24) como uma afirmacao de que a média amostral z,, possui dis-
tribui¢ao aproximadamente N(p, n~Y/ 23%), desde que n seja “sufici-
entemente grande”. Pensemos no caso univariado (i.e., k = 1) para
ilustrar: nesse caso, escrevendo z,, para a primeira componente do
vetor z,, a condigdo E(2}z1) < oo se resume a E(2}) < oo, e jd
sabemos que isso é equivalente & exigéncia de que 02 := V(21) < oc.
Escrevendo ainda p := E(z1), o Teorema Central do Limite nos da

a aproximacao

IF><zn<£>z/5 L

—(t—p)*/(20?) d
e t,
oo OV 2T

§eR,

para n suficientemente grande. Veja bem, as unicas hipdteses feitas
sobre a distribuigao conjunta das variaveis aleatérias 21, . . ., 2, € que
estas sao independentes, identicamente distribuidas, e que possuem
variancias finitas. Afora isso, a distribuigao marginal das varidveis
aleatérias z; € arbitraria. O surpreendente é que essa arbitrariedade
nao importa quando olhamos para a distribuicao de probabilidades
da média amostral z,,: essa distribuicao é aproximadamente normal.
Dito de outra forma, ao tomar uma média aritmética de variaveis
aleatérias quadrado—integraveis, independentes e identicamente dis-
tribuidas, ocorre que nao importa qual seja a distribuigao marginal
subjacente, essa média necessariamente se distribuird de acordo com

uma lei muito préxima da distribuigao normal!

Exercicios

Exercicio 46. Sejam z,, n > 1 e z vetores aleatérios em R¥, e
seja (an)n>1 uma sequéncia de nimeros reais positivos. Escrevemos
zn, = z + op(ay) se, e somente se, (z, — z)/a, — 0 em probabili-
dade.%® Verifique que sdo equivalentes as seguintes afirmacdes:

P
Zn — Z.

zn—ngERk.
|zn—z’£>0€R.
Para todo § > 0, ]P’(|zn—z| >(5) —0eR5

Ll

68 H4 aqui um ligeiro abuso
de notagdo — seria mais pre-
ciso escrever, e.g., znp — 2 €
op(an) etc — mas, em que
pese essa incorregao, um que
é extremamente util.

89 Lembre que uma
sequéncia

(&n)nzl = (617527 B )

em R* converge para um
vetor & € R* se, e somente
se, para todo & > 0 existe
um numero natural ng tal
que a desigualdade |€,,—&| <
6 é vélida para todo n > nsg.
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5. Para todo par de niimeros positivos § e ¢’ existe um natural
n(6,4") tal que sup,,>,s61) P(|zn — 2| > 6) < ¥

6. Para todo 6 > 0, P(|z, — 2| <6) > 1€ R.

7. zp =2z 4+ op(l).

Exercicio 47. Nas mesmas condi¢oes do exercicio acima, escreve-
mos z, = z + Op(a,) se, e somente se, para todo ¢ > 0 existir uma
constante Cs > 0 tal que

(>0
Pl——>Cs| <6
Qn

para todo n > 1. Mostre que

O]p(l) + O]pv(l) = 0[@(1).
Op(l) + O]p(l) = O[p:(l).
op(1) - Op(1) = op(1).
(1+0p(1)) " = 0p(1).
op(an) = ay - op(1).
Op(a,) = an, - Op(1
OP(OP(].)) = O[P(l).

NS G RN

(Conforme mencionado acima, hd um abuso de notagao aqui, e as
“igualdades” representam, na verdade, uma implicagdo — isto é,
essas igualdades devem ser lidas “da esquerda para a direita”. Pre-
encha os detalhes relativos a notacao.)

Exercicio 48. *Prove que z, a4y se, e somente se, vale o se-
guinte: para toda funcdo h: R¥ — R continua e limitada’® vale
lim,, oo E(ho z,) =E(ho z).

Exercicio 49. Dizemos que (2,,),>1 converge quase certamente
para z, e que z ¢ o limite quase certo da sequéncia (z,),>1 se, €

somente se, valer

]P’{w € Q: lim z,(w) = z(w)} =1.

n—oo

Notacgao: z, L$ 2. J4 vimos que a sequéncia de varidveis aleatérias
(2n)n>1 do exemplo 22 converge em probabilidade para 0 (dé os
detalhes se nao estiver convencido). Mostre que z, /4 0 quase

certamente.

"0 h ser limitada significa
que supgcgk [R(€)| < oo ou,
o que é dizer o mesmo, que
existe uma constante ¢ > 0
tal que |h(€)] < ¢ para todo
£ € RF.
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Exercicio 50. Seja ¢ > 1. Dizemos que a sequéncia (z,),>1 con-

verge em g—norma para z se, € somente se, E(|zn — z|q) — 0.
~ q

Notacao: z, — z, “z, — z em g—norma’ etc.

1. Mostre que, se z,, — z em g—norma, entao z,, — z em probabi-
lidade.

2. Nas mesmas condigoes do exemplo 22, sejam w, as variaveis
aleatdrias definidas por wy(w) = 2" - z,(w), n > 1. Verifique

que wy, % 0 mas Ew,, — 4+00.” Conclua que convergéncia em Se (an)p>1 € uma
sequéncia de nimeros reais,
escrevemos an — 400 se, e
somente se, (1+apn)~! — 0.

probabilidade nao implica convergéncia em g—norma.

s . q.c. - P
Exercicio 51. Mostre que, se z,, — 2, entao z, — 2.

. j2 P, =
Exercicio 52. Mostre que, se z,, — z e w,, = w, entao

Exercicio 53. Demonstre o Teorema 25.
Exercicio 54. *Demonstre o Teorema 26.

Exercicio 55. Os modos de convergéncia introduzidos para sequéncias
de vetores aleatérios podem ser facilmente estendidos para sequéncias
de matrizes aleatorias, utilizando a aplicagao 7 do exercicio 16. Seja
(A, )n>1 uma sequéncia de matrizes aleatdrias, e seja A uma matriz

ndo aleatdria.”™ Mostre que: 72 Preencha os detalhes
J J quanto as dimensbes das

Sez, 3zeA, 5 A, entio Az, = Az. matrizes e vetores envol-
vidos. Essas dimensoes

2. Nas condigoes do item acima, se adicionalmente z ~ N(0,X),
entdo Apz, 5 N(0,AxA").
3. Se z, 4 ze A, % A, com A invertivel, entao A,_len 4 AL,

7 A-1 d s a-1
ez A, Tz, > 2 A 2.

podem depender de n?

Exercicio 56. Prove a seguinte lei fraca dos grandes numeros:
se (zn)n>1 ¢ uma sequéncia iid de vetores aleatérios em R* com
E(2),2z,) < 00, entio 2, = E(z;), onde 2, = n~1 31" | z;. Dica:
comece com o caso E(z1) = 0 e use a desigualdade de Markov: se
z é uma varidvel aleatéria ndo negativa, entdo 6 P(z > §) < E(z2).

Exercicio 57. Com a mesma notagao do exercicio acima (mas sem

a hipétese de que a sequéncia é iid), prove a seguinte lei fraca dos
. — — ~ — D

grandes nimeros: se B(z,) — p € R¥ e V(2,,) = 0, entdo z,, > .
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Exercicio 58. Suponha que (2,,)n>1 é uma sequéncia iid de varidveis

‘s o ~ . d
aleatérias com distribuicao normal padrao. Verifique que z, — 21
mas z, / z1 em probabilidade.

Exercicio 59. Seja (z,)n>1 uma sequéncia de varidveis aleatdrias

com

_ ¢ T((n+1)/2) 2 7.\ —(n+1)/2

onde I' é a funcdo gamma,

) = /OOO tsle7tdt, £€R.

Isto é, paran > 1, a varidvel aleatéria z,, tem distribuicao Student—¢
com n graus de liberdade. Mostre que z, 4 N(0,1).

Exercicio 60. Em que sentido é verdade que op(1) = Op(1)? E
quanto & igualdade Op(1) = op(1), podemos afirmar que ela é ver-
dadeira?

Exercicio 61. Fixado 8 € R¥, mostre que, se v/n(z, — 6) A z,
entao z, 2 o0.

Exercicio 62. Fixado 8 € R¥, mostre que, se E(z,,) — 0¢|V(z,)| —
0, entdo z, — 6. Faca o caso k = 1 primeiro.

Exercicio 63. Prove o seguinte: se, para todo § > 0 a série
S P(|z,] > §) converge, entdo z, &5 0.

Exercicio 64. Mostre que o resto r(-) na equagdo (23) satisfaz
limg_,o7(§) = 0.

Exercicio 65. *Prove o Teorema 28.

Exercicio 66. *Mostre que, se o Teorema Central do Limite de
Lindeberg—Levy é vélido para k = 1, entao o teorema ¢é valido para
todo k > 1.



Consistéencia e Gaussianidade assintoticas

“A skeptic, I would ask for consistency first of all.”

Sylvia Plath, The Unabridged Journals of Sylvia Plath.

CONTA A ANEDOTA que o ganhador do prémio Nobel de Economia
Clive W. J. Granger certa vez teria dito: “If you can’t get it right

”

as n goes to infinity you shouldn’t be in this business.” Felizmente
nossos esforcos até aqui nao foram em vao, e veremos que — sob
certas condigbes — o estimador de minimos quadrados ordindarios
gets it right ao n — co. Enunciaremos os teoremas de consisténcia
e Normalidade assintética com bastante generalidade, para que o
leitor tenha na manga um coringa a ser usado em cendrios menos
restritivos do que aquele sobre o qual essas notas se concentram (a
saber, a situagdo em que os dados so cross section). Nessa secio,
consideraremos que estd dada uma sequéncia (infinita) {(y;, &;)}i>1
onde, como antes, os y;’s sao variaveis aleatdrias reais e os x;’s
sdo vetores aleatérios em R, Também como antes, X denota a
matriz n X (d+1) cuja componente ij é z;;, e y denota o vetor n x 1

cuja i-ésima componente é y;.

Consisténcia

Um requerimento que parece ser o minimo a se fazer quando dese-

jamos desenvolver a teoria assintética para o estimador de MQO é

73

que a sequéncia {(y;, ;) };>1 seja estaciondria,’> no seguinte sen-

tido: para qualquer n > 1, qualquer ¢t > 1 e quaisquer subconjuntos

Sylvia Plath.

73 A nocgao que introduzi-
mos aqui é a de estacio-
nariedade forte, em contra-
posigao & nocao de estacio-
nariedade fraca (ou em co-
varidncia) que é prevalente
em textos de séries tempo-
rais. Observe que a de-
finicdo depende da medida
de probabilidade P.
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Borelianos A1, As, ..., A, C R x R vale a igualdade

]P)((ylvwl) S Alv ey (ynv wn) S An)
=P((y14t,T14¢) € A1, oo, Untt: Tgt) € Ay).

Considerando, por conveniéncia, que as unidades amostrais estao
indexadas no “tempo”, a identidade acima pode ser interpretada
como uma exigéncia (ou uma suposigdo) de que o procedimento
de amostragem”™ independa, do ponto de vista distribucional, do
instante de tempo em que é iniciado. Em particular, sob estacio-
nariedade vemos que amostras de tamanho n possuem sempre uma
mesma distribui¢do conjunta subjacente, que os vetores aleatoérios
(yi,@;), © > 1, possuem uma distribui¢do marginal comum etc.

Seria fortuito se, com estacionariedade apenas, pudéssemos ob-
ter alguma propriedade assintética interessante para o estimador
Bn, mas coisas interessantes raramente se revelam tao facilmente:
sera preciso introduzir mais estrutura na medida de probabilidade
P se quisermos chegar a algum lugar. O préximo atributo a exi-
gir é aquilo que chamamos de ergodicidade — um termo que soa
misterioso mas que é, de fato, o requerimento minimo para que se
possa fazer qualquer inferéncia quanto a distribuicao subjacente a
um conjunto de dados observados: o requerimento de que, em amos-
tras “grandes”, observemos aproximadamente n X ]P’((yl, 1) € A)
pontos amostrais na regido A C R x R, Dizemos que uma
sequeéncia estacionaria {z;}i>1 = {(vs, %;) }i>1 é ergddica se, e so-
mente se, para qualquer ¢t > 1 e quaisquer subconjuntos Borelianos
A, Aq,... Ay CR x R vale

n

1 c.
EZH[Zl S Ao,...,zi+t S At} q—> P(Zl S AO,...,th S At)

i=1

Uma fato importante e de facil verificacao é que sequéncias iid s@o
ergédicas — ver as paginas 488 e 489 em Karlin & Taylor.”® Por-
tanto, os resultados que enunciamos abaixo tém validade também
no caso de dados cross section.

Com ergodicidade obtemos a consisténcia do estimador 3,,, mas

antes de prosseguirmos convém recordar o Teorema 3, segundo o
qual E(X'(y—X8)) = 0 desde que E(X'X) seja invertivel (e onde

8= (E(X'X)flE(X/y)). Como, sob estacionariedade, valem® as

740 qual pode ser pura-
mente observacional, é claro.

75 Samuel Karlin and
Howard M. Taylor. A
First Course in Stochastic
Processes. Academic Press,
Boston, 2nd edition, 1975

76 Veja o exercicio 68.
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igualdades E(X'X) = nE(z1x}), E(X'y) = nE(z1y;) e também

B= (E($1w1))_1E($1y1)7 (25)

vemos, do mencionado teorema, que sob essas condigoes € satisfeita
a identidade
E(zi(y; —xi8)) =0, i>1,

algo que no jargao é chamado de “regressores predeterminados”.
Isso é importante porque hé uma linha alternativa através da qual se
pode conduzir o argumento até chegarmos a consisténcia de Bn: po-
derfamos equivalentemente colocar como uma suposi¢cdo que valem
as igualdades y; = ;b + v;, 1 > 1, para algum vetor de pardmetros
desconhecidos b e alguma sequéncia (v;);>1 de termos de erro ndio
observduveis, e apds isso exigir que os regressores sejam predetermi-
nados com respeito a essa sequéncia, isto é, que E(x;v;) = 0 para
todo i > 1. Ocorre que, se a sequéncia {(y;, ;) }i>1 ¢ estaciondria
e se E(z1x1) é invertivel, entdo essa 1ltima exigéncia somente pode
ocorrer quando b = 3, com 3 dado pela equagio (25).

Estamos prontos para enunciar o teorema de consisténcia, mas
antes de prosseguir, lembre que

~ n -1
B.=(X'X)' X'y = (13" @) 13w
=1

Teorema 31 (Consisténcia do estimador de MQO). Suponha que
{(yi,®;)i>1} é uma sequéncia ergédica, e que E(z1x)) ¢ invertivel.
Entao

B, %S (E(ziz})) 'E(@iy).

Sketch da demonstracdo. Uma adaptagao do exercicio 70 nos d&

n

% ; zix, L E(x ) (26)
e, como o conjunto das matrizes invertiveis é um subconjunto aberto
(verifique) do espago M ((d + 1) x (d + 1)), vemos que X'X ¢ in-
vertivel para n suficientemente grande. Pelo mesmo exercicio te-
mos a convergéncia n=' Y " ;v 2 E(z191), e isso é quase tudo
que precisamos para obter B % B: agora resta apenas aplicar o
Teorema 25 algumas vezes. Para convergéncia quase certa, ver o
Teorema 5.6, secao 9, em Karlin & Taylor.”” |

77 Samuel Karlin and
Howard M. Taylor. A
First Course in Stochastic
Processes. Academic Press,
Boston, 2nd edition, 1975
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Normalidade assintotica

Quanto a distribuicao assintética do estimador de minimos quadra-
dos ordinarios, temos o seguinte:

Teorema 32 (Normalidade assintética do estimador de MQO).
Nas condigoes d(i Teorema 31, seja u; = y; — xi3, ¢ > 1, onde
B = (E(z1x})) E(z1y1). Assuma adicionalmente que

Al E([ulzia)]) < oo.
A2. E(wulwﬂ | (xi,u;),1 <i < Z) = 0 para todo £ > 1.

Entao
onde X = (E(wlw’l))flE(uf@'lm’l)(]E(a:la:'l))f

Demonstracio. Ver a Proposicio 2.1 no Econometrics do Hayashi’® 78 Fumio Hayashi. Econo-
metrics. Princeton Univer-

para a versao geral enunciada acima. Para o cendrio iid, primeira- "
sity Press, 2000

mente observe que nesse caso (sob as suposigoes do Teorema 31) a
condicdo A2 é sempre satisfeita, de forma que somente precisamos
impor A1. Note também que n=1/2 3" | @;u; A N(0, E(uizx))),
pelo Teorema 30. Ademais, no presente caso podemos obter a con-
vergéncia em (26) usando a Lei Forte dos Grandes Ntumeros para
sequéncias iid. Agora basta notar que

\/ﬁ(fin - /6) = (% 2;1 wix;>_1ﬁ Z ;U
i=1

e aplicar os teoremas vistos no capitulo anterior para obter a con-
vergéncia desejada. |

FExercicios

Quaisquer erros nos enunciados sao — por questoes de consisténcia

— intencionais.

Exercicio 67. Mostre que, se a sequéncia {(y;, ;) }i>1 € iid, entao
ela é estacionaria.

Exercicio 68. Mostre que, se a sequéncia {(y;,®;)};>1 é esta-
cionaria, entao
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1. E(X'X) = nE(zx}).
2. E(X'y) = nE(z1y1).

Conclua que, sob estacionariedade, vale 3 = (E(mlx’l))_lﬂi(mlyl)
e E(X'u) = nE(xziu;) = 0, onde v’ = (ug -+ uy,) com u; =

Exercicio 69. Suponha que a sequéncia {(y;,z;)}i>1 é ergédica.
Seja A um subconjunto Boreliano de R x R%*! e ponha o =
P((y1,a:1) € A). Mostre que, dado 4 > 0 arbitrario, podemos
encontrar um evento €25 com P(Qs) = 1 e um ndmero natural n;
tal que, para n > ng e w € Qs, a proporcao dos pontos

(y1 (w), wl(w)), e (yn(w), mn(w))

que encontramos na regiao A é algo entre a —d e a+ 9 . Isto é, sob
ergodicidade, o nimero de pontos em um scaterplot que se situam
numa regiao A qualquer é aproximadamente n - P((yl,atl) S A),
desde que n seja suficientemente grande.

Exercicio 70. Seja h: R x R — R uma funcio que pode ser
expressa como uma combinagao linear de fungoes indicadoras. Isto
é, existem um k > 1, subconjuntos Borelianos Aj,..., Ay C R X
Rt e constantes ay,...,ar € R tais que

k
hE Q) =Y ar 1[(6,¢) € A],  (6,¢) e Rx R,

{=1

{(yi, ;) }i>1 6 ergddica, entdo

Mostre que, se a sequéncia {z;};>1

n

%Z h(z:) 55 Bh(zy).

i=1

Com algum esforgo adicional, verifique que % Yoz 2 Bz, desde
que E|z| < 0.

Exercicio 71. Dé os detalhes da demonstragdo do Teorema 31
(apenas para o caso de convergéncia em probabilidade).

Exercicio 72. Dé os detalhes da demonstragdo do Teorema 32
(apenas para o caso iid).
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Exercicio 73. Mostre que a condigao
A2 E(mg+1ue+1 | Lo41, (sci,ui),l <1< 6) =0 para todo /¢ > 1,
implica a condicao A2.

Exercicio 74. Nas condi¢oes do Teorema 32, se P(x19 =1) =1
entdo E(ugqq |ug,...,u1) = 0 para £ > 1. Conclua que, nessas
condicoes, os termos de erro (u;);>1 néo apresentam autocorrelagao
serial.

Exercicio 75. Verifique que, se E(|z1]*) e E(|u1|*) sdo ambas fi-
nitas, entao vale A1 no Teorema 32.

Exercicio 76. Compare a variancia assintética de 3,, dada no Te-
orema 32 com a variancia em amostras finitas que haviamos obtido

no Teorema 19.



Sob a tese...

“El diccionario se basa en la hipétesis, obviamente no
comprobada, de que los idiomas estdn compuestos de sinénimos
equivalentes.”

J. L. Borges.

Introducao

Uma hipdtese estatistica nada mais é do que uma sentenga (formal)
envolvendo parametros de um modelo. Por exemplo, definindo 3 :=
(E(mlm’l))flE(mlyl), fixada uma aplicagao h: R¥! — R¥ e sendo
dado @ € R* arbitrario, a sentenca

“h(B) = 0" (Ho)

é uma hipdtese estatistica, usualmente chamada de hipdtese nula.
Note que, embora nao explicitamente, a sentenca Hy acima refere-
se & medida de probabilidade P.7 Por essa razdo, vamos adotar
um ligeiro abuso de notagao aqui e identificar cada sentenga com o
conjunto que ela define, isto €, escreveremos, e.g.

Hy = {P € H..: Hy é satisfeita por P}

etc, onde H, denota uma hipdtese/suposi¢ao que estd implicita na
discussao®0 (a qual assumimos como verdadeira e que nao serd tes-
tada). Por exemplo, H, pode ser a suposi¢ao de que a amostra é
iid, de que as varidveis aleatérias tém variancias finitas etc.

Um teste de hipdteses é uma regra de decisao cujo espago de
escolha, &, é binario; uma dessas escolhas é interpretada como re-
jeicao da hipdtese Hy e a outra como nao-rejeicao da hipdtese Hy.

J. L. Borges, 1969.

79 Pois (3 estd definido em
termos do operador E, o qual
por sua vez é definido em
termos de P.

80 H,. exerce aqui o papel de
dominio de discurso e ga-
rante que o conjunto Hp es-
pecificado pelo azioma de
compreensdo esta bem defi-
nido.
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A regra de decisao é representada por uma funcao D: 2 — &, em

geral expressa na forma8!

D(w) =I(zn(w) € Ry), weEQ,

onde z, é uma estatistica de teste8? e onde, para um nivel de sig-
nificancia 0 < o < 1, a regido de rejeicio R, C R* é escolhida de

tal forma que valha a implicagao
PeH.AHy=P(z, € Ry) ~ a. (27)

A pergunta que se apresenta naturalmente aqui é: “de onde vem
a regiao R,?” Ora, se pudermos obter, assumindo H, AHy, a distri-
buicao do vetor aleatério z,,, entao é claro que podemos encontrar
uma regiao R, como acima: basta tomar £ > 0 suficientemente
grande e definir R,, implicitamente através da igualdade de eventos

(2n € Ra) = (|zu] > &).

De fato, se pudermos (como dito) obter a distribuigdo de z, sob
H. A Hp, entao é evidente que a probabilidade do evento acima
converge para zero ao £ — 0o e, em particular, se a mencionada
distribuicao for continua, é possivel até mesmo encontrar um valor
&, para o qual a referida probabilidade é igual a a.

MAS SOMOS HUMANOS e, como tais, através de exemplos é que
pensamos. Vejamos um, para ilustrar: em um contexto de regressao
linear, consideremos a hipdtese83

HOZ{PGH*Iﬁlz()} (28)

O Teorema 32 nos garante que \/E(Bn—,@) 4 N(0, X), desde que as
suposicoes (H, ) no seu enunciado estejam satisfeitas. Em particular,
se esse for o caso e também valer Hg, entdo a varidvel aleatdria

2 = %’ (29)
V011
onde o/; denota a componente (¢, j) da matriz X, tem distribuicao

limite aproximadamente Normal padrao. Daqui, utilizando a apro-
ximagao Normal, podemos (por exemplo) fixar 0 < a < 1 e definir

81 Sem perda de generali-
dade, podemos identificar

& =4{0,1}.

82 Em geral, estatisticas de
teste sdo varidveis (ou ve-
tores) aleatérias que depen-
dem de w somente através
da amostra (y(w), X(w)).
Por isso, a regra de decisao
D também é, em geral, da
forma D = ¢(y, X) para al-
guma funcao ¢.

83 Nesse contexto, onde
d

y1 = 35 BTy + u, tal

hipétese é comumente inter-

pretada como a afirmagao

de que “r1,1 nao exerce

efeito linear sobre y;.”



nossa regra de decisao via

rejeitar, se zp(w) < =&, ou zp(w) > &y

D(w) =

nao rejeitar, caso contrario,

onde &, > 0 é a unica solugdo para a equagao F'(§,) = 1—a/2 e onde
F denota aqui a fungao de distribuigao acumulada de uma varidvel
aleatéria Normal padrao. Quer dizer, nesse exemplo nossa regiao
de rejeigao é dada pela uniao de dois intervalos: R, = (—o00, —&,) U
(€, +00). Se o leitor ainda anseia por concretude, podemos tomar
a = 0.01, como é costumeiro, e nesse caso temos &, ~ 2.575829, o
que nos leva a rejeitar a hipétese nula se (e somente se), [29P%] >
2.575829.

O teste descrito acima baseia-se em uma aproximacgao, e portanto
é chamado de um teste assintdtico.8* Por essa razao, o nivel o nesse
contexto é chamado de nivel de significincia nominal do teste (em
contraposi¢cao a um nivel exato que seria obtenivel se conhecéssemos
a distribuigdo exata de z,). Para justificar com mais detalhes a
aproximagao empregada acima, recorremos a Proposicao 23, se-
gundo a qual podemos tomar § > 0 tao pequeno quanto queiramos
e tal que, para todo n suficientemente grande (n > ng), valham as
quotas

F() -0 < Pz <¢) < F(§+0, E€eR

Com algumas linhas de conta e usando a simetria da distribuicdo
Normal, as duas desigualdades acima nos dao, para £ > 0,

2(1— F(&) — 26) <P(|zn] > €) < 2(1 — F(¢) +20). (30)
Assim, tomando £, como anteriormente, a equacao (30) nos dé
P(|zn| > €a) = a+1(d),

com |r(§)| < 44, para qualquer a € (0,1) e todo n suficientemente
grande.8? Segue que, para P € H, A Hy e n > ng, temos

P(rejeitar Hp) =~ a.

O teste que acabamos de descrever se resume a regra de decisao
“rejeitar se, e somente se, [29P| > £,”. Com efeito, um teste de
hipéteses pode ser interpretado como um algoritmo, constituido das
seguintes etapas:
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84%  importante ressaltar
também que esse é um exem-
plo de teste bilateral.

85 A questdo sobre “quio
grande deve ser o tamanho
da amostra para que valham
as referidas aproximagoes?”
¢é interessantissima, mas foge
da nossa linha de exposigao.
O leitor interessado pode
pesquisar sobre o Teorema
de Berry—Esseen e também
sobre expansdes de Ed-
geworth. E importante
também perceber que o ng
depende, implicitamente, da
medida de probabilidade P.
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3.

Formule uma hipétese Hy, declare um nivel de significancia o €
(0,1), determine a regido de rejeigao R,, correspondente e escolha
uma estatistica de teste z,: Q — RF.

Colete dados (isto é, observe o resultado w do experimento ou
estudo observacional®®) e calcule o valor correspondente da es-
tatistica de teste 29” = z,,(w).

Se 2% € R, rejeite a hipétese Hy; caso contrario, nio rejeite.

Esse procedimento nao requer, a principio, qualquer teoria que o

justifique.®” Todavia, a heuristica segundo a qual propoe-se a ope-

racionalizacao acima é a seguinte:

1.

Num primeiro momento, escolhemos a regiao de rejeicao R, de
tal forma que a implicacdo (27) valha. Na prética, a regido de
rejeicao tipicamente delimita uma magnitude a partir da qual a

estatistica de teste é considerada “grande demais”, ou seja, temos

obs

obs
20" € R, se, e somente se, |29

| > &, para algum &, > 0 o qual
é escolhido de tal forma que a sentenca formal

P e H, AHo = P(|za] > &) = o
seja verdadeira.

Se observarmos zflbs € R, e se a hipétese Hy for verdadeira,
entdo essa observagao pode ser considerada atipica (ou extrema)
no sentido de que, sob H, A Hy, é uma observacao situada numa
regiao que estd na “cauda” da distribuicao de probabilidades da
estatistica de teste, conforme a implica¢do no item anterior (lem-
bre que « é tipicamente um nimero “pequeno”). Por essa razao
— e supondo que nao queiramos (ou que nao tenhamos motivos
para) abrir mao de H, — consideramos nessas condi¢ées que a
hipétese Hy é “inverossimil” e que é “razodvel” rejeitd-la.®®

Se, por outro lado, observamos 22" ¢ R,,, entdo consideramos
que “nao ha evidéncias suficientes para rejeitar a hipotese nula”,

,

no sentido de que essa observacao é “compativel” com Hy:

PecH,AHy=P(z, ¢ Ro) = 1—a.

Com isso encerramos essa breve (e incompleta) recapitulagao da

teoria de testes de hip6teses. O leitor pode encontrar uma exposicao

86 Ou, se a partir do experi-
mento/procedimento obser-
vacional nao for possivel de-
terminar o valor w, observe
por exemplo (y(w), X (w))
etc.

87 De fato, do ponto de vista
algoritmico, nao ha qual-
quer relagdo a priori entre
a hipétese e a regidao de re-
jeicdo. Tampouco hd qual-
quer mengao a probabilida-
des.

88 A sentenca —Hg é usual-
mente chamada de hipdtese
alternativa e denotada por
H;. No jargdo, dizemos que
“rejeitamos Hg em favor de
Hy”.



suficientemente rigorosa e acessivel no livro cldssico de Casella &
Berger.®9 Agora, vamos passar ao problema de encontrar um esti-
mador consistente para 3.

Um estimador para a covariancia assintotica

Nosso objetivo nessa secao é propor um estimador fJn satisfazendo
f]n RN 3., isto é, queremos encontrar um estimador consistente para
a matriz de covariancia assintética®® do estimador de minimos qua-
drados ordinarios, a qual é dada por

-1

3= (E(mlw'l))_1]E(u%w1w’1)(]E(w1w’1)) (31)

A motivagdo é a seguinte: o Teorema 32 nos dé, sob certas
condigdes, a convergéncia /n(8, — 3) < N(0,%). Em particular,
se X é positiva definida, entao vale que

\/ﬁy% (B, — B) % N(0,1d), (32)

onde 2% é a Unica matriz positiva definida A que satisfaz A% = 3.
Nessas condigoes, se pudermos encontrar um estimador f]n como
acima, entao uma simples aplicacao de um dos resultados derivados
no exercicio 55 nos garante que podemos substituir ¥ por f]n em
(32), e com essa substituigdo obtemos uma estatistica de teste cujo
valor é computavel sempre que estivermos diante de uma hipétese
nula da forma Hy = {P: B = b}.

Agora, uma rapida inspegdo da expressdo (31) ja sugere (ou, a
essa altura, ja deveria sugerir) como estimar 3: temos dois “ingre-
dientes”, o primeiro deles sendo n~'X’'X, o qual satisfaz

1 1<
EX/X = ;mzm; 5 B(z2h)

se (z;)i>1 6 ergédica (com respeito a P).?1 O segundo desses ingre-

. . . 1 -1 n 2 / .
dientes seria, idealmente, a média amostral n=' ) " | u;x,;x;, pois
sob ergodicidade temos

n

2 1 P 2 /
E uiz;x; = BElujziz)),
i=1

1
n
desde que ]E‘u%:clw’ll < 00. O problema aqui é que os termos de
erro u; nao sao observaveis e, portanto, o estimador que aparece
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89 George Casella and Ro-
ger L Berger. Statistical in-
ference, volume 2. Duxbury
Pacific Grove, CA, 2002

90 O leitor mais atento certa-
mente deu-se conta de que a
estatistica de teste (29) ndo
é computdvel, a menos que
o desvio padrao 011 seja co-
nhecido.

91E, note, vale também
que (%X’X)71 converge
em  probabilidade para
(E(z121)) "
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no lado esquerdo na expressao acima nao é computavel a partir da
amostra (y, X). Bom, na verdade isso nao é de fato um problema,
pois temos o seguinte:

Teorema 33. Suponha que {(y;, €;);>1} é uma sequéncia ergédica
satisfazendo as seguintes condigoes:

L. E(|z2)|*) < o0

2. E(julzia|) < oco.

Entao”2 n=' Y0 @Wxizl B E(uiz ).

Corolario 34. Nas condigoes do teorema acima, suponha adicio-
nalmente que E(x2)) é invertivel. Entao

IS 5]

Yo, @) (X' X) 7!

Exemplo 35. Vamos explorar novamente, agora com um pouco

onde 3, = n(X'X)~

mais de generalidade, o exemplo visto na se¢ao introdutoéria deste
capitulo. Seja c?l?j a componente (¢,j) da matriz 3, introduzida
acima.”® Consideremos a hipétese nula Hy = {P: 8, = b}, onde
estao fixados 0 < k < d e b € R. Satisfeitas as devidas hipdteses
(H,) temos, do Teorema 32, que

\/>(6nk - b) d

PeH,.AHy= — N(0,1).
Tk

A importancia disso reside, como dissemos, no fato de que a es-
tatistica de teste acima é da forma z,(w) = h(y(w), X (w),b), onde
h é uma funcdo “universal”, no sentido de que independe de quais-
quer parametros associados a IP. Isso quer dizer que podemos com-
putar o valor z,(w) para qualquer amostra (y(w), X(w)) e qualquer

valor hipotético b € R.9%

O exemplo acima é util pois, como ja mencionamos anterior-
mente, pode ser do interesse do pesquisador testar a hipdtese de
que um particular regressor, digamos ik, “nao tem efeito linear

={P: B

realista é aquela em que gostariamos de testar hipéteses sobre mais

sobre a resposta” (H = 0}). Todavia, uma situagao mais

de um dos coeficientes em 3 (possivelmente todos); ai é preciso
ter em mente que — conforme se aprende apds alguma prética no

92 Nesse enunciado, adota-
mos a mesma notagdo ja
usada anteriormente: defini-
mos U; = Y; — :B;ﬁ e u; =
yi — x;3, onde B é o esti-
mador de minimos quadra-
dos ordindrios e onde B =
[E(z12))] " 1E(z1y1).

93 Omitiremos o {ndice n
em Gy; para evitar que
a notagdo fique excessiva-
mente carregada — o leitor
pode considerar que, sempre
que o simbolo “chapéu” der
as caras na notagao, implici-
tamente hd um n ali escon-
dido.

94 Aqui parece ser um
bom lugar para introduzir
mais um jargdao: a variavel
aleatéria

Ukk

(B = Tk
é dita o erro padrao de
‘White, ou o erro padrao
robusto a heteroscedas-
ticidade. Trata-se de um
estimador para o desvio

padrao V(Bk)
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“jogo” de teste de hipdteses — nao se deve testar multiplas hipoteses

isoladamente. O teorema abaixo nos diz como proceder:

Teorema 36. Suponha que {(y;, x;);>1} é uma sequéncia ergédica
satisfazendo as seguintes condigoes (H, = ergodicidadeAaAbAcAd):

=

) E(x12)) é invertivel.

) E(luiwia)]) < oc.

(¢) E(@pprupg | (@i, u;),1 < i <) =0 para todo £ > 1.

) E(uzix}) é invertivel,

onde u; == y; — 3, com B = (]E(wlw’l))_lE(mlyl). Sejam ainda a
um vetor de R¥ arbitrario mas fixado e A uma matriz nao aleatéria

de dimensoes k x (d 4+ 1), com rank(A) = k, e considere a hipGtese
nula Hy = {P: AB = a}. Entéo, para toda P € H, A Hy, vale que

@ 5 X2 (K),

onde W, = n(AB - a)’(Af]nA’)fl(AE —a) e onde x%(k) denota
a distribuicao qui-quadrado com k graus de liberdade.

Exercicios

Quaisquer erros nos enunciados sao — por hipdtese — intencionais.
Exercicio 77. Verifique a validade da equagao (30).

Exercicio 78. Justifique por que a convergéncia em (32) é vélida.

Exercicio 79. Mostre que, sob ergodicidade, n~'a/'s 5 E(u?).
Exercicio 80. Suponha que {(yn, Zn)}n>1 é uma sequéncia iid sa-

tisfazendo as seguintes condicoes:

1. E(y}) < .
2. E(|&1]|") < oo para algum r > 4.
3. E(x1x)) é positiva definida.

Mostre que

max |U; — u;| = op(Y/n/vV/n).

1<i<n
Exercicio 81. Demonstre o Teorema 33 no caso em que d = 0
(uma covarigvel, sem termo constante). A norma que aparece nos
itens 2. e 3. do teorema pode ser tomada como qualquer norma

matricial.
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Exercicio 82. Demonstre o Corolario 34.
Exercicio 83. Demonstre o Teorema 36.

Exercicio 84. Nas condigbes do exemplo 35, mostre que
P € H. A (<Hy) = lim P(‘\/ﬁ 7 Bk — b)‘ > ga) —1,
onde &, satisfaz P(N(0,1) < &,) =1—a/2, a € (0,1). A fungdo

power(P) = P(‘\/ﬁ G (Buk — b)‘ > ga), P e H, A (~Hy),
é dita poder do teste.
Exercicio 85. Prove o seguinte resultado:

Teorema 37. Suponha que {(y;, €;);>1} é uma sequéncia ergédica
satisfazendo as seguintes condi¢oes (H, = ergodicidadeAaAbAcAd):

(a) E(xq}) é invertivel.

(b) (\u1w1w1|) < 00.
) (we+1u[+1 ’ (ziyu;),1 <1< E) = 0 para todo £ > 1.
)

(c
(d

=

2
(uiz 1)) é invertivel,

onde u; = y; — '3, com B = (]E(:cl:c’l))_lE(mlyl). Seja ainda
h: R¥ ! — R*¥ uma funcdo cujas derivadas parciais existem e tal
que a matriz de derivadas parciais Ohg satisfaga rank(0hg) = k.
Considere a hipétese nula Hy = {P: h(8) = 0}. Entéo, para toda
P € H, A Hy, vale que
W, i X2(1€),

onde W, = nh(a)/(ahaﬁnﬁhé)flh(ﬁ) e onde x?(k) denota a dis-
tribuicao qui-quadrado com k graus de liberdade.

Exercicio 86. Proponha um intervalo de confianca para 8. Dé os
detalhes, em particular indicando as propriedades assintéticas do in-
tervalo proposto. Vocé conseguiria propor uma regidGo de confianca
para B? E um intervalo de confianca (condicional) para &'3?
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